Algebra

9-10. évfolyam

Szerkesztette:
Heged{is Pal, Hraské Andrés

2022. oktober 9.



A kotet 1étrehozasat 2008-t61 2010-ig a
Foévarosi Kozoktatasfejlesztési Kozalapitvany
tamogatta

Technikai munkak
(MatKéonyv project, TEX programozas, PHP programozds, térdelés...)

Dénes Balazs, Grész Déaniel, Hraské Andraés,
Kall6 Bernat, Szabd Péter, Szoldatics Jézsef

Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlé Altaldnos Iskola és Gimnézium
1082 Budapest, Horvah Mihay tér 8.
http://matek.fazekas.hu/

2005 /2020



Tartalomjegyzék

Feladatok
1. Masodfoku fiiggvények, polinomok . . . . .. . ... .. o oo
1.1. Ismétlés, bevezets feladatok . . . . . . . . . . . . ..o
1.2. A masodfoki egyenlet megolddképlete . . . . . . . ... oL oL
1.3. A polinom gyoktényez6s alakja (szorzatté-alakitas) . . . . .. .. ... ... ...
1.4. A masodfoku fiiggvény és grafikonja . . . . . .. ... oL Lo
1.5. Paraméteres feladatok . . . . . .. ... o o
2. Egyenlotlenségek . . . . ..o
2.1. Becslések, egyenl6tlenségek . . . . . . . .
2.2, Kozepek . . . . o e
2.3. A szamtani, mértani, négyzetes és harmonikus kézepek két szamra . . . . . . ..
2.4. Egymas utan tobb egyenlGtlenség . . . . . . . . . ... ... oL
2.5. Egyszerre tobb egyenl6tlenség . . . . . . . ... Lo Lo
2.6. Szamtani és mértani kozép sok szamra . . . . .. ..o oL oo oo
2.7. Rendezési tétel . . . . . . ..
2.8. A haromszogegyenlStlenség . . . . . . . . ...
2.9. A CBSegyenldtlenség . . . . . . .. . e
2.10. A Jensen-egyenlStlenség . . . . . . . ...
2.11.Vegyes feladatok . . . . . . .. oL e
3.Polinomok . . . . ..
3.1. Ismétlo, gyakorld feladatok . . . . . . . ... L oo
3.2. Gyokkiemelés, Horner elrendezés . . . . . . . . . ... ... .
3.3. Raciondlis gyokok . . . . . . . . oo
3.4. A Vieta formuldk . . . . .. ..o
3.5. Kilonbségpolinomok . . . . . . . .. Lo Lo
3.6. Polinomok szdmelmélete . . . . . . . . . ..o
3.7 Multiplicitas . . . . . . . o
3.8. Vegyes feladatok . . . . . . .. o
4. Linedris egyenletrendszerek . . . . . . . . . . ...
4.1. Egyenletrendszerek . . . . . . . . ..o
4.2. Vektorok . . . . . ..
4.3. Determindnsok . . . . . . .. L
4.4. Vegyes feladatok . . . . . . .o
5. Vegyes feladatok . . . . . . ..

Segitség, atmutatas
1. Méasodfoku fiiggvények, polinomok . . . . . . . ... .. oo
2. Egyenlotlenségek . . . . . . . e
3.Polinomok . . . . ...
4. Linedris egyenletrendszerek . . . . . . . . . . ..
5. Vegyes feladatok . . . . . . .. L

O O O© Ok W wWwwww

10



Megoldasok

1. Méasodfoku fiiggvények, polinomok . . . . . . . ... .. oo

2. Egyenlétlenségek

3. Polinomok . . . .

4. Linearis egyenletrendszerek . . . . . . . . .. L Lo oo o

5. Vegyes feladatok

Alkalmazott roviditések
Konyvek neveinek roviditései . . . . . ..o oo oo
Segitség és megoldds jelzése . . . . . . . . L

Hivatkozas jelzése

Irodalomjegyzék

43
43
50
66
74
75

81
81
81
81

83



1. FEJEZET
Masodfokn fiiggvények, polinomok

1.1. Ismétlés, bevezeto feladatok

1.1. (MS) Alakitsuk teljes négyzetté, illetve teljes négyzet konstansszorosava az aldbbiakat. A
kérdojelek helyére mit kell irni?
a)a(r) =22 —2r+1 b) b(z) = —2? — 62 — 9 c) c(z) =22% — 6z +4,5

d) d(x) = 2% — 102+7? e) e(r) = —2x2 + 8x+7? f) f(z) =722 + 162 — 4
g) g(x) = 52%+7z + 100.

1.2. (MS) Megfelel§ szam hozzaadasaval /kivonaséval hozzuk teljes négyzet alakra:

a) a(z) =22 — 22 +2 b) b(z) = —2? — 6 — 10 c) c(z) =222 — 62 +6,5
d) d(z) = 2% — 10z + 1 e) e(x) = —22% + 8z f) f(x) = 22% + 162 — 4
g) g(z) = 522 + 152 + 100.

1.3. (MS) Megfeleléen megvaltoztatva a konstanstagot hozzuk teljes négyzet alakra:
a) a(x) =22 —2x+c b) b(z) = —2? — 6z + ¢ c) c(z) =22% — 6z + ¢
d) d(z) = az? — 10z + ¢ e) e(r) = —222 +bx +c f) f(z) = az? + 2ax + ¢
g) g(x) = ax® + bz +c.

1.2. A masodfoku egyenlet megoldéképlete

1.1. (MS) Igazoljuk, hogy az aldbbi egyenleteknek csak a megadott esetekben van megoldasuk.
Hatarozzuk is meg a megoldasokat: (A méasodfoku tag egytitthatéjarél mindig feltessziik, hogy

nem 0!)
a)z?—2r+c¢=0 c<1 b) —22 - 6x+c=0 c>-9
c) ar? — 6z +c=0 ac < 36 d) 22 +br+1=0 v >4

e) 22 +br+c=0  b*+8>0.

1.2. (MS) Fogalmazzuk meg, hogy az ax? + bx + ¢ = 0 4ltaldnos masodfoki egyenletnek mikor
van megoldédsa és hatarozzuk is meg azt (azokat). (Feltessziik, hogy a # 0.)

1.3. A polinom gyoktényez6s alakja (szorzatti-alakitas)

1.1. (MS) Prébaljumk meghatarozni a megolddsi mddszer alapjan egy olyan mésofokd egyen-
letet, amelynek két megoldasa (gyoke)

a) {-1;1} b) {1;3} c) {1;2}
d) {1/2;3/2} e) {—vV2-1;v2-1} f) {1/9;1/8}
g) {1;v2}.



1 fejezet. Masodfokn fiiggvények, polinomok 1.4. A mdsodfoku fiigguény és grafikonja

1.2. (MS) Alakitsuk elséfoki tényezék szorzatava az aldbbi kifejezéseket :
a) 22+ 2z +1 b) —a? — 4z — 4 c) —22% — 6z —4,5
d) 22 — 10z + 24 e) —2x2 + 8z + 10 f) —1222 + 162 — 4
g) g(x) = 52% + 51z + 10.

1.3. (M) Az 1.1 feladatban kapott masodfoku kifejezéseket (polinomokat) alakitsuk szorzattd!

1.4. (M) Figyeljiikk meg, hogy az 1.1 feladatban el6irt megolddsok hogyan jelennek meg az 1.3
megoldés szorzatalakjaban. Hozzuk 6sszefiiggésbe ezt azzal a torvényszeriiséggel, hogy egy szorzat
csak akkor lehet 0, ha legalabb az egyik tényezdje 0. Igazoljuk, hogy ha egy masodfok kifejezés-
nek (polinomnak) két megolddsat (gyokét) eléirjuk, akkor nem lehet mas megoldésa.

1.5. (MS) Alakitsuk szorzattd az 2% — 1 kifejezést a modulo 8 maradékok korében. Keressiink
egy masik szorzatalakot is. Hanyféleképpen lehet szorzatta alakitani? Miért nem csak egyfélekép-
pen?

1.6. (MS) Bizonyitsuk be, hogy ha a f(z) és g(x) méasodfoki polinomok gyokei ugyanazok,
akkor f(z) és g(x) egymés konstansszorosai. (Forditva persze magétol értet6dden igaz.)

1.7. (MS) Igazoljuk Vieta formuldit: Ha egy médsodfokt az? + bz + ¢ polinom két gydke p és
q, akkor p+ ¢ = —b/a és pqg = c/a.

1.8. (MS) Mi a méasodfokii az? + bz + ¢ polinom szorzatalakja?
1.9. (MS) Milyen valds k esetén lesz az 22 — kx + a® — b? = 0 egyenlet egyik gydke (a + b)?

1.10. (MS) Irjunk fel olyan masodfokii egyenletet, amelynek gydkei az z2 — 3z — 9 egyenlet
a) gyokeinek ellentettjei!
b) gyokeinek kétszeresei!
c) gyokeinél eggyel nagyobbak!
d) gyokeinek reciprokai!
e) gyokeinek négyzetei!
Az 1j egyenletek felirdsahoz lehetbleg ne hatarozzuk meg az eredeti egyenlet gyokeit!

1.11. (MS) Tegyiik fel, hogy a mésofokii az? + bx + ¢ polinomnak van két gycke. Mi az a
mésodfoka polinom, amelynek a gyokei az el6z6 gyokok

a) ellentettjei b) négyzetei
c) -nél egyel nagyobb szamok d) reciprokai
e) kiilonbsége (kétféle van!) f) hanyadosa (kétféle van!)?

1.4. A masodfoku fiiggvény és grafikonja

1.1. (MS) Abrézoljuk az f (r) = 2% — 4z + c fiiggvényt a derékszogli koordinatarendszerben
a ¢ = 0; 4; 8 paraméterértékek esetén. Hatarozzuk meg a tengelyekkel vett metszéspontjait, a
széls6értékhelyét és az itt felvett értékét.

1.2. (MS) Abréazoljuk az aldbb megadott fiiggvények grafikonjat !

a) flx)=va?—6x+9—-3+=x b) g(x) = 2% — 6]x| + 9

c) h(z) = |22 — 6z + 5|.

d) Diszkutaljuk, hogy a p paraméter értékétél fiiggden hany megolddsa van az |22 —6x+5| = p
egyenletnek!



1.4. A madsodfoku figgvény és grafikonja 1 fejezet. Masodfoku fiiggvények, polinomok

1.3. (MS) Ebben a feladatban az f.(z) = 22 + cx + 3 fiiggvényt vizsgaljuk (c valés paraméter).

a) Abrézoljuk a fiiggvény grafikonjat a ¢ paraméter —2, —1, 0, 1, 2 értékei esetén!

b) Hatérozzuk meg c azon értékeit, amelyre f.-nek = 2-ben van a minimuma!

c) Hatdrozzuk meg ¢ azon értékeit, amelyre f.-nek 2 a minimumal!

d) Hatarozzuk meg c azon értékeit, amelyre f.-nek x = 2-ben zérushelye van!

e) Hatarozzuk meg c azon értékeit, amelyre az f.(z) > 0 egyenltlenség minden valds z-re
teljestl!

f) Hatdrozzuk meg c azon értékeit, amelyre a x2 4 cx + 3 polinom felbomlik két els6foki egész
egyitthatos polinom szorzatara!

g) Jeloljiik meg minden c-re az f.(x) fiiggvény grafikonjdnak csicspontjit a kordinatasikon!
Milyen gorbét alkotnak az igy kapott pontok?

h) Van-e olyan pont a sikon, amely a ¢ paraméter minden értéke esetén illeszkedik az f.(z)
fiiggvény grafikonjara?

i) A koordindtasik mely pontjai nem illeszkednek az f.(x) fiiggvények egyikének grafikonjara
sem ?

1.4. (MS) a) Abrazoljuk az f(z) = 2® — 6z + 5 fiiggvény grafikonjét!

Hajtsuk végre a grafikonon az aldbb megadott transzforméaciokat és irjuk fel a kapott grafikon-
nak megfelel6 fiiggvény képletét!

b) Eltolas az v(2; —1) vektorral.

c) Eltolas az u(u;uz) vektorral.

d) Tikrozés az x-tengelyre.

e) Tiikrozés az y = a egyenletii egyenesre.

f) Tiikrozés az y-tengelyre.

g) Tikrozés az x = b egyenletii egyenesre.

h) Kozéppontos tiikrozés az origéra.

i) Kozéppontos tiikrozés az O(c; d) pontra.

1.5. (M) a) Abrazoljuk az f(z) = 22 fiiggvény grafikonjat!

Hajtsuk végre a grafikonon az aldbb megadott transzforméacidkat és irjuk fel a kapott grafikon-
nak megfelel6 fiiggvény képletét!

b) A = 3 ardnyt tengelyes affinitds, melynek tengelye a koordindtarendszer x-tengelye.

c) A = 3 ardnyu tengelyes affinitds, melynek tengelye a koordindtarendszer y-tengelye.

d) )\ = 3 ardnyt origd centrumi kézéppontos nagyitas.

1.6. (MS) Adott az f(z) = 22 — 6z + 5 fiiggvény grafikonja.

Hajtsuk végre a grafikonon az aldbb megadott transzforméaciokat és irjuk fel a kapott grafikon-
nak megfelel6 fiiggvény képletét!

b) A = 3 ardnyu tengelyes affinitds, melynek tengelye a koordindtarendszer z-tengelye.

c) A = 3 ardnyu tengelyes affinitds, melynek tengelye a koordindtarendszer y-tengelye.

d) A = 3 ardnyu origd centrumu kézéppontos nagyités.

1.7. (MS) Adott a derékszog(i koordindtarendszerben az f(z) = x?+6x—4 fiiggvény grafikonja!
Toljuk el a koordinatarendszert az

a) u(3;0) b) v(0;2) c) w(3;2)

vektorral és irjuk fel, hogy az 4j koordinatarendszerben mely fiiggvénynek felel meg az eredeti
grafikon!



1 fejezet. Masodfoku fiiggvények, polinomok 1.5. Paraméteres feladatok

1.8. (M) Adott a derékszogili koordinatarendszerben az f(z) = x4 6z — 4 fiiggvény grafikonja!
A koordindtarendszer
a) x tengelyén b) y-tengelyén c) mindkét tengelyén
héaromszor akkora egységet vegyiink fel (a 3 helyére most 1 keriil) és irjuk fel, hogy az uj
koordindtarendszerben mely fliggvénynek felel meg az eredeti grafikon!

1.9. (MS) Elemezziik a valés szdmok halmazén értelmezett
fape(r) = az? + bz +c

altaldnos méasodfoku fiiggvényt! Adjuk meg, hogy — az a, b, ¢ — paraméterek mely értékeinél van
maximuma illetve minimuma a fliggvénynek, hatarozzuk meg a szélsGértéket is!

1.10. (MS) TIrjuk le, hogy a valés szamok halmazan értelmezett
Jape(x) = ax® +bx +c

altalanos masodfoku fliggvény grafikonja milyen transzforméaciokkal kaphaté meg a normal-
paraboldbdl, azaz az f0(x) = 2? fiiggvény grafikonjabol!

1.11. (MS) Igazoljuk, hogy az f(z) = ax? + bx + ¢ masodfok fiiggvény grafikonja valéban
parabola. Hol van a fékuszpontja illetve a vezéregyenese?

1.12. (M) Az altaldnos f(x) = ax® + bx + ¢ fiiggvény diszkrimindnsa a D = b* — 4ac szam.
Igazoljuk az aldbbi altalanos Osszefliggéseket :

a)Az f(z) figgvény grafikonjanak (mint paraboldnak) a csicsa (E—Gb; =2).

b)Az f(x) figgvény kiilonb6z6 nullhelyeinek (gyokeinek) széma 0, ha D < 0; 1, ha D =0 és
2, ha D > 0. (Ezért hivjédk diszkrimindnsnak, megkiilonbozteti az alapvetd eseteket.)

c)Az f(x) fiiggvény gyokeinek kiilonbsége vD/a (ha D > 0).

1.13. (M) Hol pozitiv az f(z) = ax?® + bx + c fiiggvény értéke? (Feltessziik, hogy a # 0.)

1.5. Paraméteres feladatok

1.1. (MS) Hatarozzuk meg b és ¢ értékét tgy, hogy az f : R — R, f : 2 — 222+ bz + ¢
fiiggvénynek maximuma (—5) legyen és ezt a 10 helyen vegye fel!

1.2. (MS) Milyen p valés szamra teljesiil minden valés z-re a pz?+ 122 —5 < 0 egyenlStlenség ?

1.3. (MS) Hatarozzuk meg c értékét gy, hogy az f : R — R fiiggvény szélsGértékét a (—2)
helyen vegye fel! Allapitsuk meg a szélséértéket is!

a) f(z) =2 +cr+1 b) f(z) = —422 + cx + 12

c) f(z) =2z —¢)(5+x) d) f(z) =(x+c)(x —c) +c

1.4. (MS) Hatdrozzuk meg p és q értékét gy, hogy az f : R — R, f : 2 — 22 4+ pzr + ¢
fliggvénynek

a) minimuma (—1) legyen és ezt a 3 helyen vegye fel;

b) minimuma 5 legyen és ezt a 0 helyen vegye fel;

¢) a maximuma 500 legyen;

d) csak egy zérushelye legyen, a (—10).



1.5. Paraméteres feladatok 1 fejezet. Masodfoku fiiggvények, polinomok

1.5. (M) Hatarozzuk meg b és c értékét tigy, hogy az f : R — R, f: 2z — —222 + br + ¢
fiiggvénynek

a) két zérushelye 0 és 6 legyen;

b) a maximuma 50 legyen és ezt a (-3) helyen vegye fel;

¢) a maximuma (-5) legyen és ezt a 10 helyen vegye fel;

d) ne legyen maximuma.

1.6. (MS) Melyek azok a valds szamok, amelyekhez az f és a g : R — R fliggvény is pozitiv
értéket rendel?

a) f(r) =22 -2 —20és g(x) = 22 — 4o — 12

b) f(x) =2%2 -1 —20és g(x) = -2 + 22 +8

1.7. (M) Hatérozzuk meg p és q értékét gy, hogy az f : R — R, f : 2 — q2? + pr + 1
fiiggvénynek csak egy zérushelye legyen, a (—10).

1.8. (MS) Adjunk meg — az a, b, ¢ paraméterekre vonatkozé — minél egyszeriibb sziikséges
és elégséges feltételt arra, hogy az ax? + bx + c altalanos legfeljebb mésodfoki polinom értéke
minden valds x-re nemnegativ legyen!

1.9. (M) Milyennek valasszuk a valdés p paramétert, hogy az f,(x) = (p—1)z*> —2pr+p+3 =10
fliggvény

a) minden valés x esetén pozitiv értéket vegyen fel?

b) két pozitiv zérushelye legyen?

1.10. (M) Hatéarozzuk meg az m paraméter értékét gy, hogy az
(m+2)2° +(2m +3)z —2=0
egyenletnek két kiilonbo6z6, (—1)-nél kisebb valds gyoke legyen!

1.11. (MS) Fejezziik ki a-val az

y=vVr -3+ -7 (1)

kifejezést, ha
44 20a% +1
v a* + 20a” + 16 @)
4a2

és0<a<2!
1.12. (MS) Hogyan fiigg a k val6s paraméter értékétél az

54 kx

=2
2r — k

egyenlet megoldasainak szdma? A k milyen értéke esetén lesz az egyenletnek 3-nal nagyobb
megoldasa?

1.13. (MS) Milyen értékeket vesz fel az f(x) = x + 1/z fiiggvény? Es a g(z) = z + 2/x?

1.14. (MS) Milyen értékeket vesz fel az h(x) = ﬁ;'iffl fiiggvény 7

1.15. (M) Milyen értékeket vesz fel a i(z) = %ﬁ*‘g fiiggvény ?

1.16. (M) Hat a j(z) = xQTfH milyen értékeket vesz fel?



1 fejezet. Masodfoku fiiggvények, polinomok 1.5. Paraméteres feladatok

1.17. (M) Az el6z6 feladatok médszerét probéljuk algoritmusként megfogalmazni egy olyan fiig-
gvény értékkészletének meghatarozasara, amely két legfeljebb masodfokd polinom hanyadosa.

1.18. (M) Oldjuk meg az alabbi paraméteres feladatot. Milyen p esetén van megolddsa az
22 + 2+ 1 =p(z? + 3z + 4) egyeletnek?

1.19. (M) Mi koze van az eléz6 feladatnak az 6t megeléz6khoz? Melyik egyszeriibb médszer ?
1.20. (MS) Mikor pozitiv (z — 2)(z + 1)(z + 3)?

1.21. (M) Mikor pozitiv
(r —1)%(x —2)(z + 3),
(x+12@+4)

1.22. (MS) Mikor pozitiv
> —x—6

1) = oiar—3

Es mikor lesz f(z) > 2, illetve f(x) > —27?

1.23. (M) Théoden kiraly végs6 harcba szélitja népét Sauron hordai ellen. Legkés6bb 5 napon
beliil meg kell titkoznitik veliik, hogy Gondor ne essen el. A leghiiségesebb 3000 embere maris
vele van, a tobbiek egyenletesen érkeznek a taborba: naponta ¢ ember. A tdborbol Minas Tirith-
be kell vonulniuk. Ha x emberrel y nap alatt érnek oda, akkor a csapat 10xﬁ f6s gytlevész
orkhadat tud legy6zni. Hany f6s az a maximaélis orkcsGcselék, amelyet le tudnak Rohanni?
(Természetesen nem csak teljes napokat lehet varakozni. Oldjuk meg a feladatot ¢ = 1000
esetén el8szor.)

1.24. (M) Ismeretes, hogy ha a vizszintes irdnyhoz képest x fokos szog alatt ¢ kezdGsebességgel

./ . ’” ) 2 7’ . 7’ Ve . . 7’ 2 3
elhajitunk egy kovet, akkor a k6 % magassagra emelkedik, és vizszintes irdnyban <-5n2z

tavolsagra jut el (eltekintiink a légellenallastdl és a hajitast a foldfelszinrél végezziik el), ahol g
a nehézségi gyorsulés (tekintsiik 9,8m/s2-nek).

Milyen szog alatt hajitsuk el a kovet, hogy

a) a legmagasabbra emelkedjék ?

b) a legtavolabbra jusson el?

c) legmagasabban 7,5m-re legyen a foldfelszint6l és a hajitas helyét6l 51,96m-re repiiljon?
Mekkora kezdésebességet kell adnunk neki?



2. FEJEZET
Egyenlotlenségek

2.1. Becslések, egyenlotlenségek

2.1. (MS) [5] Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlStlenségeket!

a) ?Tgi < 4;
2_ 3_
b) &5 < B
c) Va+1—z< 5;
2.2. (MS) [5] Adottak az ‘;—11, ‘;—j, e Z—Z tortek gy, hogy b; > 0 (i = 1,2,...,n). Bizonyitsuk
be, hogy az W tort értéke az adott tortek koziil a legnagyobb és a legkisebb értéke
kozott van!

2.3. (M) Az alébbi sorozatok koziil melyik korlatos (feliilr6l), azaz melyikhez van olyan K szdm
amelynél a sorozat egyik eleme sem nagyobb? Dontsiik el, hogy van-e ilyen K szam és keressiik
meg a legkisebbet az alabbi esetekben!

a)a, =1+3+1+. . +2;

b)by=1+12+1+.. .+

2.4. (MS) Korldtos-e az f, =1+ 55 + 3% +...+ # sorozat ?

2.2. Kozepek

2.1. (M) Egy trapéz parhuzamos oldalainak hossza a és c. Fejezziik ki

a) a trapéz kozépvonaldnak;

b) a trapéz atléinak metszéspontjan &t az alapokkal parhuzamos egyenes trapézon beliili
részének

hosszat a-val és c-vel.

c) Az a), b) feladatrészekben definidlt szakaszok koziil melyik a hosszabb? Adjunk a bi-
zonyitasra geometriai és algebrai gondolatmenetet is!

2.2. (MS) (Atlagsebesség az idé illetve az it egyenlésége mellett)

a) Egy auté egy ideig v; sebességgel, majd ugyanannyi ideig ve sebességgel haladt. Hatarozzuk
meg a teljes id6tartamra vonatkozo atlagsebességét!

b) Egy auté A varosbdl B varosba v, sebességgel haladt, majd visszafelé, B varosbol A varosba
v sebességgel ment. Hatdrozzuk meg az utazés teljes idétartaméara vonatkozd atlagsebességét!

2.3. (MS) Az ABC derékszogli haromszog AB atfogdjat a C'T magassag az AT = p, BT = ¢
szakaszokra osztja.

Fejezziik ki a

a) hdromszog C'T magassagat;

b) hiromszog C'F' silyvonalat;

c) a CT magassag C'F silyvonalra vonatkozé merdleges vetiiletének hosszat



2 fejezet. Egyenl6tledségek szamtani, mértani, négyzetes és harmonikus kozepek két szdmra

a p, ¢ mennyiségek segitségével !

2.3. A szamtani, mértani, négyzetes és harmonikus kozepek két
szamra
2.1. (M)

a) Adott egy téglalap keriilete (K'). Milyen hatarok kozott lehet a tertilete (77)7
b) Adott egy téglalap teriilete (7). Milyen hatdrok kozott lehet a keriilete (K)?

2.2. (MS)
Mutassuk meg, hogy ha a,b € R, akkor

a) /242 > ot b) %2 > Va b; ¢) Va-bz %

és az egyenlGség akkor és csakis akkor teljesiil, ha a = b.

2.3. (MS)
a) Mutassuk meg, hogy ha z € RT, akkor

1
x4+ —>2.
T

b) Mutassuk meg, hogy ha = € R, akkor

1
T+ —
x

> 2.

. , . , b
2.4. (MS) Igazoljuk, hogy ha a és b pozitiv szdmok, akkor ¢ + 2 > 2.

2.5. (M) Az xy = 1 egyenletii hiperboldnak melyek azok a pontjai, amelyek a koordindtarend-
szer origdjahoz a legkdzelebb vannak?

2.6. (M) Mennyi a valdés szamok halmazin értelmezett

242

xr) =
9(z) 22 +1

fliggvény minimuma?

2.7. (MS) Hogyan kell egy szakaszt két részre osztani, hogy a két részre emelt négyzetek (lasd
az 1. Abrat) teriiletének Gsszege
a) minimalis; b) maximalis

legyen?

A P B
2.7.1. bra.
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2.4. Egymds utdn tobb egyenldtlenség 2 fejezet. Egyenl6tlenségek

2.8. (MS) Igazoljuk, hogy ha két pozitiv szam Osszege allando, akkor a szorzatuk annél nagy-
obb, minél kisebb a kiilonbségiik. A négyzetosszegiik pedig anndl nagyobb, minél nagyobb a
kiilonbségiik.

2.9. (MS) A Kokoresin, Zsombolyai, Uldszlé utcdk és a Bartok Béla tt négyszoget alkotnak.
A Kokoéresin utca és a Zsombolyai utca kereszetezddésébol akarunk eljutni a masik két utca
keresztez6dédébe egy kisgyerekkel. Mindenképpen a révidebbik utat kell valasztanunk. A két
irdnyba nézve vilagos, hogy barmerre is megyiik a kovetkezd saroknal derékszogben kell elfor-
dulnunk mégpedig az Ut fele el6tt; illetve az is, hogy a Zsombolyai utcan valamivel tébbet kell
menniink, mint ha a Kokoércsinen mennénk. Merre menjiink ?

2.10. (MS) [7] Mutassuk meg, hogy ha 0 < b < a, akkor

8 a -2 -8 b

l(a—b)2 <a—i—b_\/%< 1 (a —b)?

2.4. Egymas utan tobb egyenl6tlenség

2.1. (M) [5, 2] Bizonyitsuk be, hogy ha az a és b pozitivszamok eleget tesznek az a +b = 1

feltételnek, akkor érvényes az
1\2 1\? _ 25
- b+ =) > =2
(a + a,) + ( + b) 5

egyenlotlenség. Milyen esetben jutunk egyenloséghez?

2.2. (M)
a) Bizonyitsuk be, hogy ha a1, ag, as és a4 pozitiv szamok, akkor

ar +az+az+ay

1 > v/aiazazay. (1)

Mikor &ll fenn az egyenldség?
b) Hény szdmra és pontosan milyen forméban irhaté még fel az (1) egyenlStlenséggel analog
Osszefliggés?

2.5. Egyszerre tobb egyenl6tlenség
2.1. (MS) Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv szamok, akkor
(a+b)(b+c)(c+a) > 8abc.

2.2. (MS) Igazoljuk, hogy ha a, b és ¢ pozitiv szamok, akkor

2ab n 2bc n 2ca
a+b b+4+c cHa

<a+b+ec

2.3. (MS) Igazoljuk, hogy ha ai, as, ..., a, pozitiv szdmok és ajas...a, = 1, akkor
(1+a1)(1+ag) - (1+a,)>2"

2.4. (M) [7] Igazoljuk, hogy z,y,z € R esetén

2+ y? + 22 > a2 4 22+ yVa? + 22

Mikor teljestl az egyenlOség?

11



2 fejezet. Egyenl6tlenségek 2.6. Szamtani és mértani kdzép sok szamra

2.5. (M) Mutassuk meg, hogy ha az aj, as, as pozitiv szdmok osszege 1, akkor

Vay + 1+ 4as + 1+ /4az +1 < 5.

(Lasd még a 2.4. feladatot!)
2.6. (M) Hatdrozzuk meg az

flay) =2 +y’ —ay—z—y+1
kétvaltozos fiiggvény széls6értékeit (x,y € R)!

2.7. (MS) Igazoljuk, hogy \/“”QL?W a szamtani A(x,y) és a négyzetes N(x,y) kozép kozé
esik. Vajon ezek mértani kozepénél /A(x,y)N(z,y) kisebb, nagyobb-e mindig?

2.6. Szamtani és mértani kozép sok szamra

2.1. (MS) Igazoljuk, hogy x,v,z € R? esetén
TrYTE S Tz,
3
Mikor teljestl az egyenlOség?

2.2. (M) Bizonyitsuk be, az n tagi szamtani és mértani kozép kozotti egyenl6tlenséget. Azaz
legyen n pozitiv egész, a1, as, ..., a, pozitiv szamok, ekkor

a1+a2+"'+an2"ﬁlam“am (1)

n

Mikor &ll fenn az egyenldség?
2.3. (M) Igazoljuk, hogy ha x és y pozitiv szdmok, akkor z3 + 3% + 1 > 3xy.

2.4. (MS) Melyik az a legkisebb A valés szdm, amelyre minden valds z, y szdmra teljesiil az
zt + y* + X > 8zy egyenlétlenség?

2.5. (M) Mutassuk meg, hogy tetszéleges pozitiv a és b szamra érvényes a kovetkezd egyen-
16tlenség:

Yabn < N0

“n+4+1°
2.6. (M) Egy 30 cm oldalt négyzetlap sarkaibdl kis négyzeteket vagunk le és a levagott sarkok
kozti részeket derékszogben felhajtjuk, hogy feliil nyitott dobozt hozzunk létre. Hany cm oldal-
hosszisdgu négyzeteket vagjunk le, hogy a létrejovo doboz térfogata a lehet6 legnagyobb legyen ?

2.7. (MS) A p(x) = 323 — 72?2 + 4 harmadfokt fiiggvénynek a [—1;1] intervallumon felvett
maximumat keressiik.

Dr. Agy szerint p(z) = (2—z)(1 —2)(3z +2), igy a [~1;—3) intervallumon p < 0 és [—3;1]-
ben p > 0. Elég az ut6bbi intervallumban vizsgalni a fiiggvényt, ahol (2 —z), (1 —z) és (3z+2)
is nemnegativ. Dr. Agy ezutan a szamtani és mértani kozép kozti egyenlotlenséget alkalmazza:

5 o, 4-22)+(1-2)+@Bx+2) 7
Yp(a) = (4 —20)(1 —2)(Br +2) < - =3

tehdt Dr. Agy szerint f maximuma a vizsgalt intervallumon 32—32 ~ 6,35.

Dr. Kekec szerint p(z) = 4 — 22(7 — 3x), és a vizsgalt intervallumban (7 — 3z) < 0, igy
p(z) < 4, Dr. Agy eredménye nem lehet helyes.

Jé-e Dr. Agy eljarasa vagy Dr. Kekecnek igaza van? Mennyi a kérdezett maximum ?

19



2.7. Rendezési tétel 2 fejezet. Egyenl6tlenségek

2.8. (MS) Ebben a feladatban a g(z) = 23 — 322 + 3 fiiggvényt vizsgéljuk.
a) Készitsiink értéktdblazatot!

z|—4|-3]-2|-1]0[1]2]3]4]5]
O

b) Vézoljuk a fuggvény grafikonjét!

c) Adjuk meg a fiiggvény lokalis szélsGértékeit, a széls6értékhelyeket !

d) Mely y értékeket hényszor vesz fel a fliggvény? Dontsiik el a kérdést minden valds y
szamra!

2.9. (MS) Adjuk meg a h(z) = z - (4000 — 23) fiiggvény maximumat az = € [0; 100] intervallu-
mon !

2.10. Ha n pozitiv egész és A valés szam (A > —n), akkor jelélje e, A azon n tényezébdl 4ll6
szorzatok maximumat, amelyekben a tényez6k nemnegativak és Osszegiik (n + A).

a) Szamitsuk ki és jelenitsiik meg tablazatban en,A €rtékeit, ha 100 <n < 105 és —3 < A <3.

b) Vizsgaljuk a tébldzatot! Fogalmazzunk meg az e, o szdmok nagysagrendi és algebrai vis-
zonyaival kapcsolatos sejtéseket!

c) Prébéljuk meg bebizonyitani az észrevételeket!

2.11. (MS) A 2.7 feladatot altalanositsuk ketténél tobb szamra!

2.7. Rendezési tétel

2.1. (MS) Ha a1 < a9 és by < by, akkor a1by + agbe és a1bs + agby koziil melyik a nagyobb?
Mennyivel ?

2.2. (MS) Ha a; < ag < az és by < by < bs, akkor az
(a1b1 + agby + aszbs), (a1b1 + agbs + asbs), (a1b2 + agby + aszbs),

(a1b2 + agbs + agbl), (a11)3 + asb; + agbg), (a1b3 + agsby + agbl)

szorzatosszegek koziil melyik a
a) legkisebb? b) legnagyobb?

2.3. (MS) (Rendezési tétel vagy Sziics Adolf egyenlétienség)
Mutassuk meg, hogy ha a; < as < ... < a, és by < by < ... < by, (a;,b; € R) és 7 az
(1,2,...,n) szamok tetsz6leges permutacidja, akkor

aiby + asby + ... + ayb, > albﬂ.(l) + agbﬂ(g) + ...+ anbﬂ(n) > arb, +agby—1 + ...+ anby.
Mikor teljesiilhet az egyik illetve a masik egyenlGség?

2.4. (MS) Az alabbi két kifejezésben aq, ao, a3, ag tetszéleges valés szamok lehetnek. Igaz-e,
hogy a két kifejezés koziil az egyiknek az értéke mindig nagyobb, mint a masiké? Ha igen, akkor
igazoljuk az egyenl6tlenséget, ha nem, akkor hozzunk példat arra, hogy az egyik és arra, hogy a
maésik oldal a nagyobb!

a) ai + a3 + a3 + a3 és 2(ajays + azas);

ai az as a4 Acl1 az as aq
b) a4+a3+a2+a1 esa2+a3+a4+a1'
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2 fejezet. Egyenl6tlenségek 2.8. A hdromszdgegyenldtlenség

2.5. (M) Mutassuk meg, hogy ha a1, as, as, a4 és a5 tetszbleges pozitiv szamok, akkor

al a2 as a4 as
—+ =4+ =4+ —=+—2=>5.
a2 a3 Q4 as a1

2.8. A haromszogegyenlotlenség

2.1. (MS) Adott egy haromszog alapja és magassidga. Mikor lesz legkisebb a keriilete ?

2.9. A CBS egyenlotlenség
2.1. (MS) Milyen hatdrok kozott valtozhat aiby + agbs értéke, ha a? + a3 =1 és b? + b3 =17

2.2. (MS) (A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenség)

Legyenek ai, ao, ..., ay és by, ba, ..., b, tetszbleges valés szamok. Igazoljuk az
laiby + agba + ... + anby| < \/(a%+a§+...+a;i)-(b%+b§+...+bg) (1)
egyenlGtlenséget
a) n = 3; b)3<neN
esetén !

c) Mikor teljesiil az egyenldség?

2.3. (MS) Mutassuk meg, hogy ha x1, 22, x3 tetszdleges valds szamok, akkor

1 1 I \2 1, 145 1,
5561—’—5562—’—6563 §§$1+§$2+6$3 (].)

2.4. (MS) Mutassuk meg, hogy ha az aq, as, as pozitiv szdmok Osszege 1, akkor

Viay + 1+ V4as + 1+ V4daz +1 < V21,
2.5. (MS) Bizonyitsuk be, hogy z,y > 0 esetén (atb)* < 2 4+ 2 Mikor van egyenlOség?
T4y x Yy
(a1+az+-+an)? a?

2.6. (MS) Igazoljuk, hogy z1,x2,...,z, > 0 esetén g S ot % Mikor
teljesiil az egyenléség?

2.7. (MS) Igazoljuk a fenti 2.6 feladatbeli egyenlétlenség ekvivalens a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszij
egyenlGtlenséggel.

2.8. (M) Legyen a,b,x,y > 0 és parkettazzuk ki a sikot a x b-s és x x y-os téglalapokkal
mégpedig gy (lasd az 1. dbrat) , hogy az origbt koriilvevé harom téglalap ,bal als6” és , jobb
fels6” cstcsai (y > b-t feltételezve:

{(0;0), (a,0)}, {(=2;0 —y), (0;0)}, {(0; —y), (x;0)}.

(A b > y eset hasonl6an.) Keressiink alkalmas parallelogrammat az dbran, amellyel geometriailag
bebizonyithatjuk a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenlétlenséget pozitiv szampéarok esetén.

2.9. (MS) Adott pozitiv szamokbél 4116 n darab szorzat a1b; > 1,...,anb, > 1. Adott még egy
stlyozas, vagyis p1,po, ..., pn > 0, p1 +p2+---+p, = 1. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a silyozott
Osszegek szorzata is legaldbb 1, azaz

(a1p1 + agp2 + -+ 4 anpp)(bip1 + bapa + -+ + bypy) > 1.
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2.10. A Jensen-egyenldtlenség 2 fejezet. Egyenl6tlenségek

(=p)

()

(p

(=)

(-]

2.8.1. abra.

2.10. (M) Igazoljuk a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszij egyenl6tlenséget tobb tényezore, példaul
héromra: )
(Eabies)” < (af) (287) (X eh)-

2.10. A Jensen-egyenl6tlenség

2.1. (M)

a) Mutassuk meg, hogy az f(x) = z? fiiggvény grafikonja konvex.

b) Igazoljuk a szdmtani és négyzetes kozép kozti egyenlétlenséget n szamra! Tehat mutassuk
meg, hogy ha a1, ao, ..., a, nemnegativ szdmok, akkor

<

n

a1 +as+...+ay \/a%—}—a%—i—...—ka%
n

2.2. (M)

a) Mutassuk meg, hogy az f(z) = % fiiggvény grafikonja az z € R értelmezési tartomanyon
konvex.

b) Igazoljuk a szdmtani és harmonikus kozép kozti egyenlétlenséget n szdmra! Tehdt mutassuk

meg, hogy ha ai, ao, ..., a, pozitiv szamok, akkor
a1+a2+...+an> n
=7 1 T
n atet -t

2.3. (M) Melyik fiiggvény konvexitasa igazolja a szdmtani és mértani kozép kozti egyenl6tlen-
séget ?

2.11. Vegyes feladatok
2.1. (M) Igazoljuk, hogy az
2, .2, 2
T] + 5 + x5 — 2172 — T2x3 — 3w > 0

egyenlGtlenség barmely x1, xo, x3 valds szamra teljesil!
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2 fejezet. Egyenl6tlenségek 2.11. Vegyes feladatok

2.2. (MS) Mutassuk meg, hogy ha az ay, as, ..., a, szdmok pozitivak, akkor

11 1 )
(ar+as+...4ay) - [—+—+...+— ) >n".
aq a9 Ay,

2.3. (MS) Legyen p(a,b,c) = a®+ b + ¢ és q(a, b, c) = a®b + b*c + c2a.
Igaz-e az alabbi allitasok koziil valamelyik?
I. Ha a, b és ¢ pozitivak, akkor p(a,b,c) < q(a,b,c).
I1. Ha a, b és ¢ pozitivak, akkor p(a,b,c) > q(a,b,c).
Bizonyitsuk be az igaz allitast illetve indokoljuk meg, ha egyik sem igaz!

2.4. (M) [7] (Nesbitt egyenlétiensége)
Mutassuk meg, hogy ha a, b és ¢ pozitiv szamok, akkor
a i b n c_ S §
b+c c+a a+b 2
2.5. (MS) Mutassuk meg, hogy ha a, b és ¢ pozitiv szamok, akkor
a) Lybepasgypte
b) Z+5+5>b4¢e42

2.6. (MS) Az a, b, ¢ pozitiv szdmok osszege 1. Hatdrozzuk meg az

Vit a2+ V1+024+V1+ 2

kifejezés legkisebb értékét!

2.7. (MS) Az a, b, ¢ pozitiv szdmok Osszege 1.
1 1 1 :
a) Mutassuk meg, hogy (E - 1) . (5 — 1) . (Z - 1) > 8;
b) Hatarozzuk meg az (é + 1) . (% + 1) . (% + 1) kifejezés minimumét!

2.8. (MS) Mutassuk meg, hogy ha n € NT, akkor

(Y e (Y
2 - 2

2.9. (M) Bizonyitsuk be, hogy (pozitiv a, b, ¢, d esetén)

a ¢ a—+c

-+ -2>2

b d~ b+d
pontosan akkor teljesiil, ha a tortek nevezoi megegyeznek, vagy a nagyobb nevez6jl tort értéke
nem nagyobb. Egyenloség pontosan akkor van, ha a két tért nevezéje megegyezik, vagy a két

tort értéke megegyezik.

2.10. (M) Hatédrozzuk meg az alabbi kifejezés minimélis értékét, ha a valtozok pozitivak!

ai a2 as a2008
+ + oo — (1)
a008 + a2 ap+az az+ay a2007 + a1

2.11. (MS) Bizonyitsuk be, hogy ha n elég nagy gész szam, akkor n? < 2m.

2.12. (MS) Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges pozitiv egész k esetén ha n elég nagy egész szam,
akkor n¥F < 2m.

2.13. (MS) Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges p(x) polinom esetén ha n elég nagy egész szam,
akkor p(n) < 2.
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3. FEJEZET
Polinomok

3.1. Ismétlo, gyakorl6 feladatok
3.1. (M) Igazoljuk, hogy ha a + 1/a egész akkor a™ + 1/a™ is egész.
3.2. (M) Binom kobe 2% + az? -nel kezdddik. Fejezziik be!

3.3. (M) Az 22— 62+ 7 = 0 egyenlet megoldasakor teljes négyzetté alakitast végziink, azaz az
y = = — 3 helyettesitéssel az egyenletet az y?> —2 = 0 alakra hozzuk. Hozzuk az 3 +6x? — 243 = 0
harmadfoki egyenletet y = 2 — a alakt helyettesitéssel 32 + py + ¢ = 0 alakra! Adjuk meg a, p
és q értékét!

3.4. (M) TIrjuk fol a 22 — 3322 + 181% — 333 polinomot (z — 5) hatvinyai szerint!

3.5. (M) Az a valés egyiitthaté mely értéke esetén lesz a 3 gyoke a 22° — 3zt +az® — 22 +32—9
polinomnak ?

3.6. (M) Az a valds egyiitthaté mely értéke esetén emelhetd ki (x — 3) a 22° — 32 4 ax® —
— 2% + 3z — 9 polinombél?

3.7. (M) Osszuk el az 27 + 1 polinomot maradékosan 2? + 1-gyel.

3.8. (M) Mutassunk két egészegyiitthatés polinomot, amelyek koziil az egyiket maradékosan
osztva a mésikkal a hanyados és a maradék nem lesznek egész egyiitthatosak.

3.9. (M) Mutassuk meg, hogy ha egy egészegytitthat6s polinomot osztunk egy 1 féegytitthatos
egészegyiitthatés polinommal, akkor a hanyados és a maradék is egész egyiitthatésak lesznek.

3.2. Gyokkiemelés, Horner elrendezés

3.1. (MS) Bizonyitsuk be, hogy egy polinombdl pontosan akkor lehet kiemelni az x — 1-et, ha
az egyltthatéinak az 6sszege 0.

3.2. (MS) Bizonyitsuk be, hogy egy polinombdl pontosan akkor lehet kiemelni az z — a-t, ha
a gyoke a polinomnak.

3.3. (M) A 3.2 feladatban belattuk, hogy ha zy gyoke a p(x) polinomnak, akkor (z — zo)
kiemelhet$ a polinombdl, azaz létezik olyan ¢(x) polinom, amelyre p(x) = (x — x¢) - ¢(z). Ebben
a feladatban azt vizsgéaljuk, hogy ez milyen egyiitthatétartomany esetén igaz.

a) Mutassuk meg, hogy ha zg € Z, akkor a hédnyados ¢(z) € Z [x].

b) Mutassuk meg, hogy ha z¢ € F,, akkor a hanyados ¢(x) € F, [z]. (Azaz az egyiitthatok
modulo p értenddk, ahol p egy primszam.)

c) Mutassuk meg, hogy ha zy € Fy, akkor a hdnyados q(x) € Fy [z]. (Azaz az egyiitthatdk
modulo k értenddk, ahol k& > 1 most kifejezetten nem primszam.)

d) Fogalmazzuk meg, hogy pontosan mire van sziikség, hogy lehessen kiemelni. Keressiink
olyan szamkoroket, ahol ez nem miikodik.
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3 fejezet. Polinomok 3.3. Raciondlis gyokok

3.4. (MS) Bizonyitsuk be, hogy ha a p(z) val6és polinomnak gyocke a kiilonb6z6 a és b, akkor
szimultan kiemelhet6k, azaz p(x) = (x — a)(z — b)q(z) egy alkalmas ¢(z) valés polinommal.

3.5. (M) Mutassuk meg, ha p(x) egyttthatéi olyan szamkorbdl keriilnek ki, amelyben az
Osszeadas, kivonds, szorzas elvégezheto és két nemnulla szam szorzata sem nulla, akkor teljesiil
a 3.4 feladat allitasa.

3.6. (M) Bizonyitsuk be, hogy egy n-edfoku valés egytitthatés — nem azonosan nulla — poli-
nomnak legfeljebb n db (valés) gyoke van!

3.7. (M) (Horner elrendezés)

Irjuk fel a h(z) = 22* — 52° — 522 + 4z + 7 polinomot h(z) = (((2z — 5)z — 5)z + 4)x + 7
alakban. Hany miveletet kellet elvégezni az elso tipusu felirdshoz, hanyat a méasodikhoz? Egy
altalanos n-edfokt polinom esetén mi a valasz?

3.8. (M) Helyettesitsiik be a h(z) = 22* — 523 — 522 + 42 + 7 polinom Horner elrendezettjébe
az x = 3-at: Irjuk fel az egyiitthatékat egy sorba, és uténa legbeliilré]l haladva minden Gsszeaddas
eredményét irjuk a masodik sorba az egyiitthat6 ald, minden szorzds eredményét pedig irjuk a
harmadik sorba a szorzand¢é ala.

2 -5 =5 47

2 1 -2 -2 1

6 3 —6 —6

Az igy létrejott tablazat masodik sordban van a h(z) = k(z)(z — 3) + h(3) felbontds. Hogyan?
Miért ?

3.9. (M) Ellenérizziik, hogy 122* — 423 — 2122 — 2z + 3 gydkei —1; —1/2; 1/3; 3/2.

3.10. (M) Jani a Horner mdédszerrel ellenérzi, hogy gyoke-e egy raciondlis szam egy egész
egylitthatés polinomnak. Eszreveszi, hogy ha a szdmolds soran tért szdmot kap, akkor a végén
soha nem lesz 0 a maradék. Bizonyitsuk be, hogy Jani megfigyelése helyes.

3.11. (M) Kovetkeztessiink az eléz6 feladat (3.10) megfigyelésébdl arra, hogy ha egy egész
egylitthatés polinomnak p/q gyoke, akkor nem csak x — p/q, hanem gx — p is kiemelhetd bel6le.

3.3. Racionalis gyokok

3.1. (M) Bontsuk tényezékre az alabbi kifejezést: 22 + 822 + 17x + 10.
3.2. (M) Oldjuk meg a természetes szdmok halmazan az z* —32% — 243 > 0 egyenlStlenséget !
3.3. (M) Oldjuk meg az z* + 2% — 2922 — 92 + 180 = 0 egyenletet!

3.4. (MS) Legyen f(z) = ag+ a1z +asx?+- - - +a,a™ egy n-edfoki egész egyiitthatés polinom.
Bizonyitsuk be, hogy ha a p/q (p, ¢ relativ primek) raciondlis szdm gyoke f(z)-nek, akkor plag
és qlay,.

3.5. (M) Mutassuk meg, hogy az x* — (k +3)z3 — (k—11)22 + (k+ 3)z + (k — 12) = 0 egyenlet
két gyoke nem figg k-t6l. A tovabbi két gyok k mely értékei mellett lesz valos?

3.6. (MS) Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valés szamok halmazén:

142V — V-2 =0 (1)
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3.4. A Vieta formuldk 3 fejezet. Polinomok

3.4. A Vieta formulak

3.1. (M) (Vieta formuldk)
Jelolje xq, xo és x3 az 23 + pr 4+ ¢ = 0 egyenlet harom gyokét. Fejezziik ki x1 + 9 + x3-at,
122 + 123 + Toxs-at és xiwoxs-at p és q segitségével!

3.2. (M) Jeldlje z1, w3 és w3 az 3 + pr + ¢ = 0 egyenlet harom gyokét. Hatarozzuk meg
29 + 23 + 23 értékét!
3.3. (M) Legyenek x1, 29, 3 az 2° + px + ¢ polinom gyokei. Szamitsuk ki az

x%x% + x%x% + xéx% + x%xé + xéx% + x%x‘f
kifejezés értékét!

2

3.4. (MS) Irjunk fel olyan harmadfoki polinomot, amelynek gydkei az z® — 222 — x +1 polinom

a) gyokeinek ellentettjei!

b) gyokeinek kétszeresei!

c) gyokeinél eggyel nagyobbak!
d) gyokeinek reciprokai!

e) gyokeinek négyzetei!

3.5. (M) Adjuk meg azokat az x, y valds szamokat, amelyekre

r+y =1
20+ 9P —31} (1)

3.6. (M) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert a valés szamok halmazan!

22 =y+z+2
v =x+z2+2 (1)
22 =x4+y+2

3.5. Kiilonbségpolinomok

3.1. (M) Legyen k tesz6leges pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges k-adfoku
polinom p(zx) kiilonbségpolinomja k — 1-edfoku. (A kilénbségpolinom ¢(x) = p(x) — p(z — 1).)

3.2. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha két polinomnak ugyanaz a kiilénbségpolinomja, akkor kiilénb-
ségiik konstans. Vagyis, egy helyen megegyezik az értékiik, akkor egyenloek.

3.3. (M) Az el6z6 3.2 feladat segitségével hatdrozzuk meg azt az f(z) polinomot, amelynek n
helyen felvett értéke az els6 n pozitiv szam Osszege.

3.4. (M) Hatarozzuk meg azt a g(x) polinomot, amelynek n helyen felvett értéke az elsé n
pozitiv szdm négyzetdsszege.

3.5. (M) Szdmoljuk ki a kovetkezd Osszeget altalanos n-re:

Z (a+0).

0<a<b<n
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3 fejezet. Polinomok 3.6. Polinomok szdmelmélete

3.6. (MS) Adjuk meg az Gsszes olyan n-edfoku val6s polinomot, amely minden egész helyen
egész értéket vesz fel!

3.6. Polinomok szamelmélete

3.1. (M) (Schénemann-FEisenstein kritérium)
a) Bizonyitsuk be, hogy ha a

() = 2" + an_12" V Fan_ 02" 2+ . +arz +ag (1)

egészegyiitthatés polinom ay,—1, an—2, ..., a1, ag egyiitthatéi mind oszthaték a p primszammal,
de ag nem oszthaté p?-tel, akkor ¢(x) nem irhaté fel két n-nél kisebb fokii egészegyiitthatés
polinom szorzataként.

b) Bizonyitsuk be, hogy a fenti feltételek mellett raciondlis egyiitthatdés polinomok szorzataként
sem lehet felirni g(z)-et!

3.2. (M) Legyen f(z) = agn 122" +ag,2?" +- - - +a1x+ag egészegyiitthatés polinom. Tegyiik
fel, hogy van olyan p prim, amellyel

ptasni1, Pl asn, plazgm—1,-.., p| ani1, * | an, 0* | an-1,..., p*| ao, p* f ao.

Bizonyitsukk be, hogy ekkor f(x) nem bonthaté fel két kisebb foku egészegytitthatés polinom
szorzatara.

3.3. (M) Adjunk példat olyan valds egyiitthatés polinomra, amelynek nincsen valds gyoke,
mégsem irreducibilis, azaz felbomlik nala kisebb foku polinomok szorzatara!

3.4. (MS) Déntsiik el, hogy a

st 41
polinom irreducibilis-e a megadott gytriiben és ha nem, akkor bontsuk fel irreducibilis tényezok
szorzatara!

a) Q[z]-ben; b) R[z]|-ben; c) Fylz]-ben; d) F5[z]-ben.
3.5. (M) a) Hatarozzuk meg a
p(x) =2t + 2% — 42% — 142 — 8 (1)
és
q(z) = 42° — 1225 — 2 4+ 523 4+ 1522 + 42 — 6 (2)

polinomok legnagyobb k6zos osztdjat!
b) Hatérozzuk meg a fenti ¢(x) polinom Gsszes valés gyokét!

3.6. (M) Fs[x]-ben dolgozunk.
a) Szamitsuk ki a

p()= 1+az>+2°+2' + 2" + 2! 22,

polinomok legnagyobb kozos osztdjat és
b) fejezziik azt ki a(x)p(x) + b(x)q(z) alakban (a(zx),b(x) € Fo[z]).
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3.7. Multiplicitds 3 fejezet. Polinomok

3.7. (M) Hatdrozzuk meg az
2t +pr?+q (1)

polinomban p-t és ¢-t tgy, hogy oszthaté legyen a (22 + 2z + 5) polinommal!

3.8. (M) Hatarozzuk meg p és q értékét tgy, hogy (z* +9) oszthaté legyen (22 + pz + ¢)-val!

3.7. Multiplicitas

3.1. (M) Hogyan kell megvalasztani a p és a g egyiitthaté értékét ahhoz, hogy a 3 kétszeres
multiplicitdsi gyoke legyen az alabbi egyenletnek?

2t — g2 + 1322 + 32 +p =0 (1)

3.2. (M) a) Osszuk el maradékosan az 2°® + px + ¢ polinomot az (z — a)? polinommal!

b) A p, ¢ paraméterek mely valés értékei esetén van olyan a valés szam, hogy az z3 + px + ¢
polinom oszthaté az (x — a)? polinommal?

c) Adjuk meg p és q olyan polinomjét, amelynek értéke akkor és csakis akkor 0, ha az 23 +pz+q
polinomnak van kétszeres gyoke!

3.3. (M) a) A c valés paraméter mely értéke esetén lesz az 2° — 5z + ¢ = 0 egyenlet gyokei
kozott ketto egyenld?

b) Milyen &sszefiiggésnek kell fennalnia az 2° +px+q = 0 6tédfoki egyenlet p és g egyiitthatéi
kozott, hogy az egyenletnek legyen két egyenlo gyoke?

3.8. Vegyes feladatok

3.1. (M) Az z3+pz+q = 0 harmadfoku egyenletben hatarozzuk meg a p egyiitthaté értékét tgy,

hogy két gyok egymasnak reciprok értéke legyen. Hatarozzuk meg ebben az esetben a gyokoket!
3.2. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha az a,b, c szamok egyike sem negativ, akkor az x3 — az? —

— bx — ¢ = 0 egyenletnek nem lehet egynél tobb pozitiv gydke!

3.

o
=
S~—

Keressiik meg azt a legalacsonyabb fokszamu p(z) polinomot, amelyre teljesiil, hogy

3.4. (MS) Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b szdmok egyike sem negativ, akkor a® — 3ab® + 23
sem negativ!

3.5. (M) Bontsuk négy elséfoki valés egyiitthatés polinom szorzatira az z* — 1422 + 9 poli-
nomot!
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3 fejezet. Polinomok 3.8. Vegyes feladatok
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4. FEJEZET
Linearis egyenletrendszerek

Ismételjiik at az A.1.20. fejezet anyagat, pl. az A.1.20.16. feladatot!

4.1. Egyenletrendszerek

4.1. Trjunk a betiik helyére szdmokat gy, hogy mindkét megadott allitds igaz legyen! Hany
megoldas van az egyes esetekben?

a)r+y=2, 3z + 3y = 6.
b) z —y =10, 4z —4y = 50.
c)r+y=>5, x+ 3y = 11.

4.2. a) Abrazoljuk az aldbbi egyenletek megolddshalmazat kozos koordindtarendszerben!
0=2x+1-—y, 2y —x =2, y=2x—2.
Olvassuk le az abrardl az alabbi egyenletek k6z6s megoldasait !

b) 0=2z+1-—y, 2y —x = 2.
c)2y—x =2, y=2x— 2.
d)0=2z+1-y, y=2r—2.

4.3. a) Abrézoljuk az y = ma + m fiiggvény grafikonjat m = —4, m = —2, m = 0, m = 2 és
m = 4 esetén!
b) Az m paraméter értékétdl fiiggben hany megoldédsa van az

y—z =1, y=mx+m

egyenletrendszernek 7 (Adjuk meg minden val6s m-re az egyenletrendszer megoldédsainak szaméat!)

4.4. Milyen (x;y) szdmpérra teljesiilnek a kovetkezd egyenletrendszerek ?

2) 3.0 =y ) 20ty . 52y = 10000 }
Y =1296 [’ T+ 3y =10
4.5. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket !
20 —by =7 r+2y =8
a) z+3y =9 , b) 2zr—y =7
3r—2y =16 r—3y =3

4.6. A k paraméter mely értékeire van a

r+y =1
6z + ky =2
egyenletrendszernek
a) megoldéasa? b) egyértelmii megoldasa? c) végtelen sok megoldasa?
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4 fejezet. Linearis egyenletrendszerek 4.1. Egyenletrendszerek

4.7. Oldjuk meg az

ax+by =c
a2r + by =co

altalanos kétismeretlenes egyenletrendszert! (Fejezziik ki az x, y ismeretleneket az aq, as, by, bo,
1, co paraméterekkel!)

4.8. Milyen (x;y) szampérra teljestil a

3*+3Y =108
3 -3Y =54

egyenletrendszer 7

4.9. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket !

2r4+y =7 2r—y =7
a) r =35-% o, b) 8x+6y =10
y =7—2x llz+7y =16

4.10. (M) Adjunk meg annak a siknak az egyenletét, amely atmegy az aldbbi pontokon:
a) A(0;0;0), B(1;0;0), C(—1;0;2).
b) A(0;0;0), B(1;0;1), C(0;1;0).
c) A(1;1;1), B(1;2;3), C(4;1;-2).

4.11. Oldjuk meg az aladbbi egyenletrendszereket!
2v + 3y + z + 5t =3;

a) 2 + 4y + 3z + Tt =T,
dr + Sy + 2z 4+ 8 =3;
—2z + 9z =3.
z 4+ y + 4z 4+ 2t =1
b) -r + Yy - z — t =-1
-2z + 2y + 2z — t =0
2z + 13z + o5t =
r + 2y + 2z + t =3
o) z + 4y + 3z + t =4
20+ 2y + 4z 4+ 3t =6;
4y + 4z + 2z 6
2z + y + 3z 4+ ot =1
d) —2x — z — 3t =0;
dr + S5y + 18z + 16t =5;
2¢ 4+ 3y + 11z 4+ 9t =3.
2 4+ 10y — 2z + t =2;
e) r — y — z — 2t =1,
- + 1ly + + Tt =-1;
z + Yy - -t 1
2t — y + 2z + 3t =8;
) z 4+ 2y + 3z — t =-1;
3. — y — z — t =-1
°r + y — 2z 4+ t =12
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4.1. Egyenletrendszerek 4 fejezet. Linearis egyenletrendszerek

4.12. A 4.11. feladat négyismeretlenes linedris egyenletrendszer megoldasabdl all. Keressiik ki
azokat az egyenletrendszereket, ahol a négy egyenlet nem volt fiiggetlen egymastél, némelyik
kovetkezett a tobbibol. Valasszunk ki ezekben a részfeladatokbnan minél kevesebb olyan egyen-
letet, amelyek egymésbdl nem kévetkeznek, ,fiiggetlenek”, de az 0sszes tobbi egyenlet mar lev-
ezethetd beldliik. Adjuk is meg, hogyan all el6 az Gsszes tobbi egyenlet ezek linedris kombinacio-
jaként!

4.13. (M) Az aldbbi két egyenletrendszer koziil az egyikben az egyenletek nem fiiggetlenek.
Vialasszuk ki ezt az egyenletrendszert és fejezziik ki az egyik egyenletet a tobbi linearis kombina-

ciéjaként!
2z + 6y + 102 =11; 3z +y+8z =11,
a) 4z + 15y + 24z = 25; b) 9z + Ty + 26z = 38;
2 + 9y + 162 = 15. 6z + 18y + 24z = 42.

4.14. (M) Az aldbbi két egyenletrendszer koziil az egyikben az egyenletek nem fiiggetlenek.
Valasszuk ki ezt az egyenletrendszert és fejezziik ki az egyik egyenletet a tobbi linearis kombina-

ciéjaként!
3z +4y +T7z =2 r+4y+7z =2
a) 2x+y+4z =1; b) 2x+y+4z =1;
—r+T7y+2z =1. —r+T7y+z =1

4.15. (M) Az aldbbi egyenletrendszer egyenletei nem fiiggetlenek egymdstél. Adjuk meg az
egyik egyenletet a tobbi linearis kombinacidjaként!
T4+4y —62+2t = -2
5r -3y —2z+Tt =2
3z — 10y + 22 4+ 4t = 6;
3z —y+10z4+3t =0.

4.16. Dr. Agy a munkahelyén felejtette a megoldandé haromismeretlenes lineéris egyenletrend-
szerét, de két megoldasra emlékezett:

1 =1, Yy =1, z1 = 1;

.%'2:1, y2:2, 2’2:3.

a) Vajon van-e még megoldédsa az egyenletrendszernek ?

b) Adjunk meg ilyen egyenletrendszert!

4.17. Dr. Agy a munkahelyén felejtette a megoldandé haromismeretlenes lineéris egyenletrend-
szerét. Arra emlékezett, hogy ilyen alaku volt:

a1171 + a12xe + azry = 0;
a1y + axwy + axzrs = 0;
az1xr1 + azows + azzry =0,

és még a munkahelyén megtalalta az aldbbi megoldast:
1 =1, y1 =1, z1=1.
Van-e még megoldasa az egyenletrendszernek? Hany megoldasa van?

4.18. a) Az alabbi egyenletek koziil melyikre igaz az, hogy ha egy (x;y; z) szdmharmas kielégiti,
akkor annak A-szorosa (A tetszlleges valés szam), a (Ax; Ay; Az) szdmhérmas is kielégiti?

L) 23y — 22%y% + 1122 — 3y* = 0; II.) x® —22%y% + 1132 — 3y* = 0;

IIL.) 2z — 11y + 32 = 0; IV.) 2z — 11y + 3z = 5.

b) A fenti egyenletek koziill melyikre igaz az, hogy ha az (z1; y1; 21) és a (z2; y2; 22)
szamhdarmas is kielégiti, akkor a (x1 + x2; y1 + y2; 21 + 22) szdmhérmas is kielégiti?
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4 fejezet. Linearis egyenletrendszerek 4.2. Vektorok

4.19. Alabb egy homogén (a szabad tagok értéke zérus) és egy inhomogén (nem minden szabad
tag értéke zérus) linedris egyenletrendszert latunk, és azok egy-egy megolddsat.

a11x1 + ajpre + ajzry = 0; a7 + a12w2 + ajzrz = by;

(2171 + a2 + aszry = 0; a2171 + a2 + aszry = bo;

asz Ty + azaws + agzry =0, a31r1 + agare + azzry = bs,
r1=1,19=4,23=3 r1=2,1r9=2,23=—1

Prébéljuk meg megadni mindkét egyenletnek minél tobb tovabbi megoldasat!

4.2. Vektorok

4.1. Trjuk fel a w(11;7) vektort az u(2; —1), v(1;2) vektorok linearis kombindciéjaként, azaz
keressiik meg azokat az «, § szdmokat, amelyekre w = au + Sv.

a) Abrézoljuk négyzethalés papiron a vektorokat! Oldjuk meg a feladatot geometrigval!

b) Oldjuk meg a feladatot tisztdn szamolds ttjan!

4.2. Allitsuk elé az u vektort az a, b vektorok linearis kombinacidéjaként:
a) u(4;3), a(2;0), b(0;6).
b) u(4;9), a(—2;1), b(5;3).
c) u(6;11), a(—6;10), b(9; —15).

4.3. Allitsuk el§ az u vektort az a(2;1), b(3; —2) vektorok linearis kombinéci6jaként :
a) u(14;0); b) u(1;0); c) u(0;1); d) u(3;2); e) u(—4;13);

e) u(up;us).

4.4. Hatdrozzuk meg az u(uj;us), v(vi;v) helyvektorok altal kozrefogott haromszog (ennek
csucsai tehdt az origd és az U(uy;uz), V(vi;v2) pontok) teriiletét!

4.5. Adott az n(2;2) vektor. Keressiink néhany példat olyan P vektorra, majd hatarozzuk meg
azon P helyvektorok végpontjdnak mértani helyét, amelyekre

a)n-P=0; b) n-P =4; c)n-P=-1; d) n- P = ¢, ahol c¢ tetsz6leges, de
rogzitett szam.

4.6. Irjuk fel a w(11;7) vektort az u(2; —3), v(4;6) vektorok linearis kombinaciéjaként, azaz
keressiik meg azokat az «, § szdmokat, amelyekre w = au + Sv.

a) Abrézoljuk négyzethalés papiron a vektorokat! Oldjuk meg a feladatot geometridval!

b) Oldjuk meg a feladatot tisztdn szamolds ttjan!

4.7. Adott az n(3;4) vektor. Keressiink néhany példat olyan P vektorra, majd hatarozzuk meg
azon P helyvektorok végpontjdnak mértani helyét, amelyekre

a)n-P=0;

b) n- P =4;

c)n-P=-1;

d) n- P = ¢, ahol ¢ tetszbleges, de rogzitett szam.

4.8. a) A térben rogzitett derékszogli koordinatarendszerben adott az u(1;2; —1) vektor. A tér
mely pontjainak helyvektora irhato fel cu alakban, ahol a0 valés szam?

b) Adott még az v(3; —3;1) vektor is. Milyen ponthalmazt alkotnak a térben azok a pontok,
amelyek helyvektora felirhaté au + Sv alakban, ahol « és § valds szamok?
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4.8. Determindnsok 4 fejezet. Linearis egyenletrendszerek

4.9. Szeretnénk felirni az

a) a(15;-6;1)  b) b(2; —5;3)

vektort az u(1;2;—1), v(3; —3;1), w(5;1; —1) vektorok linedris kombinécidjaként, azaz au +
+ fu + yw alakban (a, 8, v valés szamok).

Hény megoldas van?

4.10. Adott a térben az n(1;1;1) vektor. A Py pont helyvektora Py(1;2;1). Keressiink néhény
példat olyan P vektorra, majd hatarozzuk meg azon P helyvektorok végpontjanak mértani
helyét, amelyekre n - (P — ) = 0.

4.11. Allitsuk el az u vektort az a, b, ¢ vektorok linearis kombinéciéjaként:
a) u(4;3;2), a(2;0;0), b(0;6;0), c(0;0;10).
b) w(4;9;1), a(—12;6;18), b(8; —4; —12), c(—18;9;27).
(- (-

c) u(4;9;1), a(—12;6;18), b(8; —4; —12), ¢(—18;9;27).
d) w(8;5;—18), a(—1;2;3), b(2;3; —4), ¢(1;12; 1).
e) u(8;6;—18), a(—1;2;3), b(2;3; —4), ¢(1;12;1).

4.12. Allitsuk el8 az u vektort az a, b, ¢ vektorok linedris kombindciéjaként:
a) u(1;6;10), a(1;2;3), b(2;2; —1), c(3;4;1).
b) u(1;0;0), a(6;4;3), b(5; —3; —2), ¢(7;11;8).
c) u(8;18;13), a(—12;6;18), b(8; —4; —12), c(—18;9;27).
4.13. Allitsuk el8 az u vektort az a(2;1;1), b(1;3; —2), c(4;4;0) vektorok linearis kombin4cié-
jaként:
a) u(2;1;0); b) u(1;0;0); c) u(0;1;0); d) u(0;0;1);
e) u(—4;13;2); e) u(u1;ug; us).

4.14. (M) a) Adjunk meg az u(1;1;2), v(2;3; —1) vektorokra meréleges vektort!
b) Adjuk meg az sszes ilyen vektort!

4.15. a) Adjunk meg az u(uq;ug;us), v(vy;ve;vs3) vektorokra meréleges vektort!
b) Az a) részre adott dltaldnos megoldas idénként a 0 vektort adja. Mely u, v vektorok esetén
kovetkezik ez be?

4.16. Két stk norméalvektoranak szoge «. Hatarozzuk meg a két sik szogét!

4.17. Egy r hosszisaga vektornak a koordinatatengelyekkel bezart szége aq, ao és as.
a) Hatarozzuk meg a vektor koordinatait!
b) Milyen Osszefiiggés all fenn az oy, ag, ag értékek kozott?

4.3. Determinansok

4.1. Legyenek a, b, ¢, d olyan egész szamok, amelyekre az

ar +by =m;
cx+dy =n,

egyenletrendszernek m, n minden egész értéke esetén van egész szdmokbdl 4ll6 megoldasa. Mu-
tassuk meg, hogy |ad — be| = 1.
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4 fejezet. Linearis egyenletrendszerek 4.4. Vegyes feladatok

4.2. Hogyan valtozik egy 2 x 2-es matrix determinansanak értéke, ha
a;) az egyik sort megszorozzuk egy A szdmmal?
ag) az egyik oszlopot megszorozzuk egy A szdmmal?
b1) az egyik sorhoz hozzdadjuk egy masik sor A-szorosat?
by) az egyik oszlophoz hozzdadjuk egy masik oszlop A-szorosét?

4.3. Adott két vektor.

a) Hogyan véltozik az &ltaluk kifeszitett paralelogramma tertilete, ha az egyik vektorhoz
hozzaadjuk a masik vektor A\-szorosat?

b) Hogyan valtozik a paralelogramma elGjeles teriilete? (Az el6jeles teriilet pozitiv, ha az elsé
oldal félegyenesét a masodik oldal félegyenesébe vivé 180°-nal kisebb abszolutértékli forgatas
pozitiv szoggel torténik.)

4.4. Mutassuk meg, hogy az (aj;asz), (b1;b2) vektorok altal kifeszitett paralelogramma elGjeles
teriilete megegyezik a

ar by
az by

determinanssal!

4.5. Adjuk meg az A(1;1;2), B(7;—8;6), C(19;4; —6) pontokon atmend sik egy normélvek-
torat!

4.6. (M) Hardrozzuk meg az a és a ¢ paraméter értékét gy, hogy az n(1;1;2) vektor merdleges
legyen az A(2;a;c¢), B(3;3;7), C(c;—1;4) pontokon dtmend sikra!

4.7. Adjuk meg egy olyan a(ai;as;as), b(by; ba; bs) vektorokra meréleges vektornak a koordinatdit,
amelynek hossza megegyezik az a, b vektorok altal kifesziettt paralelogramma teriiletével!

4.4. Vegyes feladatok

4.1. Mutassuk meg, hogy barmely értéket is adunk m-nek az mz + 3y — 4m + 1 = 0 egyenletii
egyenesek ugyanazon meghatarozott ponton mennek &t.

4.2. [1] Pista vasarolt egy korzét egy ceruzat és egy radirt. Ha egy korzé az 6todébe, egy ceruza
a felébe és egy radir a kétotodébe keriilne, akkor 96 Ft-ot, ha egy korzd a felébe, egy ceruza a
negyedébe és egy radir a harmadaba keriilne, akkor 144 Ft-ot fizetett volna. Mennyit fizetett?
A korzé vagy a ceruza a dragabb?

4.3. [1] Kétféle cukorkabdl, amelyek koziil az egyiknek kg-ja a Ft, a mésik kg-ja b Ft, m kg
keveréket készitiink. A keverék &dra kilogrammonként ¢ Ft. Hany kg kell a keverékhez a két
fajtabol?

4.4. [1] Kétféle alkoholunk van. Ha az els6 fajtabdl a litert, a masikbdl b litert Gsszekeveriink,
akkor k%-os keveréket kapunk. Ha viszont a mdsodik fajtabdl vesziink a litert, és az els6bdl b
litert, akkor t%-os lesz a keverék. Hany szazaldlos toménységiiek az 6sszetevok ?

4.5. (M) Oldjuk meg és diszkutédljuk az

cy—3x =T7—(c+2)(2y+x);
1-22 =7+ (c+2)(1-y)
linearis egyenletrendszert!
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4.4. Vegyes feladatok 4 fejezet. Linearis egyenletrendszerek

4.6. (M) a) Oldjuk meg az
2c+by =1,
—2r+4y =b(1—1x)
linearis egyenletrendszert!
A b valés paraméter mely értéke esetén
b) nincs megoldés?
c) van végtelen sok megoldéds?

4.7. (M) a) Oldjuk meg az
20z — 4y =10;
3z +ay =51+y)
linearis egyenletrendszert!
Az a valés paraméter mely értéke esetén
b) nincs megoldas?
c) van végtelen sok megoldas?

4.8. (M) A d valés paraméter mely értéke esetén
a) nincs megoldésa
b) van végtelen sok megoldasa a
3r+(1—-dy =d—2;
de —4y =5
linearis egyenletrendszernek?
c) A tovabbi esetekben adjuk meg az egyértelmii megoldast!

4.9. A k paraméter mely értékeire van a

kx+y =1—=x
6+ ky =2

egyenletrendszernek
a) megoldasa?
b) egyértelmii megoldasa?
c) végtelen sok megoldésa?

4.10. Az ABC derékszogi haromszogben az AC befogd hossza 3 egység, mig a BC befogbé
4 egység volt. Az A pontot elmozditottuk a BC egyenessel parhuzamosan. Ezutan a B pontot
mozgattuk el az (4j) AC egyenessel parhuzamosan, végiil a C' helyzetét valtoztattuk meg (1)
AB-vel parhuzamosan. Igy olyan haromszoghéz jutottunk, amelyben B-nél lett derékszog, az
AB szakasz hossza pedig 1 egységnyi lett. Milyen hosszu lett a BC' szakasz?

4.11. A k paraméter mely értékeire van az
x+y =k
rT—Yy =95
egyenletrendszernek pozitiv z és pozitiv y megoldasa?

4.12. A Descartes koordinatarendszerben melyek azok a vektorparok, amelyek altal kifeszitett
racs megegyezik a négyzetraccsal? Valasszuk ki az aldbbiak koziil a megfelelGeket!

a) a(2;1), b(1;0);

b) a(3;2), b(1;0);
c) a(2;1), b(3;2);
d) a(3;5), b(8;12);
e) a(3;5), b(8;13);
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4 fejezet. Linearis egyenletrendszerek 4.4. Vegyes feladatok

4.13. Egy haromszog sikjanak a térbeli Descartes koordinatarendszer koordinatasikjaival bezart
szoge fP1, B2 és [P3. Hatarozzuk meg a haromszog koordinatasikokra vonatkozé vetiileteinek
tertiletét!

4.14. Egy haromszognek a térbeli Descartes koordinatarendszer koordinatasikjaira vonatkozo
meroleges vetiileteinek teriilete 17, Th és T3. Hatarozzuk meg a haromszog teriletét!

4.15. (M) Adjunk meg olyan f mésodfoku fiiggvényt, amelyre
a) f(1) =1, f(2) =5, f(3) = 11;
b) f(1) =8, f(2) =5, f(3) = —2;

4.16. (M) Adjunk meg az sszes olyan h harmadfoku fiiggvényt, amelyre
a) h(—1) = h(0) = h(1) = 1; b) h(-1) =1, h(0) =1, h(1) =

4.17. Adjunk meg az Gsszes olyan h harmadfoku fiiggvényt, amelyre h(—1) = h(0) = h(1) =1
és h(2) =T1.

2

z |21

glx) | ]2

4.19. A tanar holnap villamversennyel kezdi az 6rat. Megadja egy f masodfok fiiggvény értékét
az 1, 2, 3 helyeken, azaz kozli az f(1), f(2), f(3) értékeket. Az nyeri a versenyt, aki leghamarabb
megadja az f masodfoku fiiggvény konkrét alakjat. Késziiljiink fel a versenyre!

4.18. Alabb eg g harmadfokt polinom hidnyos értéktablazata lathaté. Pétold a hidanyt!
|01
[1]0]5

4.20. (M) a) Irjuk fel azt a 6sszes olyan h harmadfoki fiiggvényt, amelyre h(—1) = 12, h(0) =
=2, h(1) =2, h(2) =0.

b) Irjuk fel paraméteresen azt a harmadfoku fiiggvényt, amely a (=1), 0, 1, 2 helyeken
megadott értékeket vesz fel.

4.21. (M) a) Irjunk fel olyan p polinomot, amelynek 0-ban, kétszeres gySke van és p(—2) = 12,
p(—1) = =2, p(2) = 28.

b) Irjunk fel olyan ¢ polinomot, amelynek 1-ben, kétszeres gyoke van és q(—1) = —12, ¢(0) =
=1, q(2) =3.

4.22. Adjuk meg a P(x;y) pont képének koordinatdit az origd koriili
a) 180°-os b) 90°-os c) « szogl
elforgatasnal.

4.23. Adjuk meg annak a transzforméciéonak minél tobb tulajdonsagat, amely a sikbeli Descartes
koordindtarendszerben az

(z39) — (z+y;2 —y) (1)

képlettel adhatd meg! Prébéaljuk meg megadni ezt a transzformdciét az ismert transzforméciok
kompoziciéjaként.

4.24. a) A sikbeli Descartes koordindtarendszer origbjat is tartalmazé ¢ egyenes 30°-os szoget
zar be az x-tengellyel és részben a pozitiv siknegyedben halad. Hatdrozzuk a P(z;y) pont ¢
tengelyre vonatkozo tiikkorképének koordinatait!

b) Adjuk meg az x-tengely origd koriili o szoggel valé elforgatottjara vonatkozd tengelyes
tiikrozés képletét!

4.25. Hatdrozzuk meg a P(1;—2;3) pontnak az origbt az A(1;1;1) ponttal 6sszekotd egyenes
koriili +£120°-o0s szoggel valé elforgatottjait !
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4.4. Vegyes feladatok 4 fejezet. Linearis egyenletrendszerek

4.26. Adott egy szabalyos haromszog és a sikon a P(Q) szakasz. A szabdlyos haromszog oldale-
gyeneseire merélegesen vetitjiik a PQ) vektort, a vetiiletek vy, vq, v3. Mutassuk meg, hogy

3
V] + V9 U3 = §Pa
Keressunk értelmes altaldnositdst!

4.27. (M) Adott egy szabdlyos tetraéder és a térben a PQ szakasz. A tetraéder lapsikjaira
merdlegesen vetitjiik a PQ) vektort, a vetiiletek vy, v, vs, v4. Igaz-e, hogy a

V1 + Vg + U3+ Uy

vektorosszeg a P@ szamszorosa? Ha igaz, akkor hanyszorosa?

4.28. [1] Hatdrozzuk meg az sszes olyan (a,b,c) szamharmast, amelyre a kovetkez6 egyenle-
trendszernek van az r = y = z = 0 esettol kiillonb6z6 megoldésa:

ar +by+cz =0;
br +cy+az =0
cx+ay+bz =N0.
4.29. a) Adjunk meg négy olyan legfeljebb negyedfoku h polinomot, amelyre
h(1) = h'(1) = 0. (1)

b) Mutassuk meg, hogy az (1) feltételnek megfelels legfeljebb negyedfoku valés egyttthatds
polinomok valés szamtest f6lott linedris teret alkotnak!
c) Hény dimenziés ez a tér?

4.30. (M) a) Adjuk meg az sszes olyan p(z) legfeljebb harmadfokd polinomot, amelyre p(—

—1) = p(0) = p(2) = 3.
b) Az el6bb megadott polinomok koziil melyikre lesz p'(0) = 67

4.31. Adjunk meg négy ismeretlennel négy linedris egyenletet gy, hogy a négy koziil barmelyik
két egyenletbdl &ll6 egyenletrendszernek ugyanaz legyen a megoldédshalmaza, de ez ne egyezzen
meg egyik egyenlet megoldashalmazéaval sem !

4.32. Adott egy

a) 2 X 2-es, b) 2 x 3-as

kapcsolétabla. Mindegyik mez6 egyszerre lampa, és egyszerre kapcsold. Kapcsoloként minde-
gyik mez6 valtja a sajat, és az élben szomszédos mezck lampajat. Melyik tablan van olyan mezd,
amely kapcsoloként felesleges?

4.33. a) Adjunk meg négy olyan sorozatot, amely teljesiti az
In+2 =9 Gn +2- gnt1 (1)

rekurziv formulat!

b) Mutassuk meg, hogy az (1) képletnek megfelels valos szamokbodl &ll6 sorozatok a valds
szamtest folott linedris teret alkotnak!

c) Hény dimenziés ez a tér?

4.34. (M) [4] Valasszuk az OPQR paralelogramma O cstcsat egy derékszogli koordinatarend-
szer origbojanak. E rendszerre nézve legyen

a PQ egyenes egyenlete: wr + vy =1;
a QR egyenes egyenlete: U + voy = 1.

Fejezzik ki a paralelogramma teriiletét az uq, uo, v1, vy paraméterek fliiggvényeként!
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5. FEJEZET
Vegyes feladatok

5.1. (M) [8] Oldjuk meg a kovetkez8 egyenletet!
1
4—i—x—|—§ = 12,2y3

(Az egyenlet két oldaldn ugyanaz a szdm all, a bal oldalon tizes, a jobb oldalon harmas szam-
rendszerben).

5.2. (M) Bizonyitsuk be az aldbbi szamrol, hogy nem egész!

8795689 - 8795688 - 8795687 - 8795 686
87956882 + 87956862 + 8 795 6842 + 8 795 6822

5.3. (M) Messiik el az y = 2 fiiggvény grafikonjat rogzitett m meredekségii egyenesekkel és
vizsgaljuk a metszéspontok kozti szakasz felez6pontjanak mértani helyét. Tegytink megfigyelést,
fogalmazzunk meg allitast 4s prébaljuk meg igazolni allitasunkat!

5.4. (M) Hatdrozzuk meg

-3 2+/3 3

2
V23 viiyaiv

pontos értékét!

5.5. (M) [4] Legyen f(x) = 2% — z + 1. Bizonyitsuk be, hogy minden m > 1 egész esetén m,
f(m), f(f(m)), f(f(f(’m))), ... paronként relativ primek.

5.6. (M) [4] Bontsuk fel az f(z) = 222 + 5x — 3 fiiggvényt két szigortian monoton fiiggvény
kiilénbségére!

5.7. [4] Az a, b paraméterek mely értékei esetén lesz az |2 + ax + b| fiiggvénynek a [—1;1]
intervallumon vett maximuma minimalis?

5.8. [4] Az fi(z) = a12® + b1z + c1, fo(x) = agx? + box + ¢y fiiggvények grafikonjainak nincs
kozos pontja és f6egyiitthatdik szorzata negativ (aj - ag < 0). Bizonyitsuk be, hogy van olyan
egyenes, amellyel grafikonjaik elvilaszthatok!

5.9. (MS) Dontsiik el, hogy f/ 24+ 5+ f’/ 2 — /5 racionélis vagy irraciondlis!
5.10. (M) A valdés szdmok halmazdban értelmezett o miiveletre (amelynél z,y € R esetén
(x oy) € R) minden z,y, z valés szdm esetén teljesiilnek a kovetkezé tulajdonsdgok:
zoy=your,
(woy)-z=(x-2)0(y-2),
(xoy)+z=(r+2)o(y+2).
Mennyi 1999 o 20007
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5.11. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha az 23 + ax? + bz + ¢ = 0 egyenlet &sszes gydke valés szam,
akkor a? > 3b (a,b, c adott valés szdmok)!

5.12. (M) Oldjuk meg a pozitiv primszamok halmazin a kovetkezd egyenletet: 3x2 + 6z =
= 2y% + Ty.

5.13. (M) Igazoljuk, hogy ha a,b,n olyan természetes szamok, melyekre a?" — 2" oszthaté
9-cel, akkor a? — b? is oszthaté 9-cel!
5.14. Az ABC haromszog oldalai k6zott az aldbbi Gsszefliggés all fenn:
(a® + 0% + *)? = 4b*(a® + *) + 32
Mekkora a (3 szog?
5.15. [3] Tegyiik fel, hogy az
az? + 2bx +¢ >0, (1)
pr?+2qx4+1r>0 (2)

egyenlGtlenségek minden x valés szam esetén teljesiilnek. Mutassuk meg, hogy ekkor az
apz® + 2bgz + cr > 0 (3)

egyenl6tlenség is teljesiil minden valds x esetén!
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5.16. (MS) Legyen f(z) = 2 — 6z 4 5. Abrazoljuk derékszogii koordinatarendszerben azokat
a P(x;y) pontokat, amelyeknek (x;y) koordindtaira f(z) > f(y).

5.17. (MS) Hatérozzuk meg minden pozitiv egész n-re az v/n? + n + 1 szdmban a tizedesvessz6
utdn allé elsé szamjegyet!

5.18. (M) A téblara az alabbi félkész egyenletet irték:

z3 + x4 T+ =0 (1)

Ketten jatszanak. Kezdd a harom fires téglalap egyikébe alkalmas egész szdmot irhat. Ezutan
Misodik a megmaradt két téglalap egyikébe tetszlleges egész szamot ir, végiil Kezdo az utolso
iiresen maradt téglalapba ismét egy alkalmas egész szamot ir.

Kezd6 akkor nyer, ha a kitoltés utan kapott hatmadfokt egyenletnek van harom — nem
feltétleniil kiillonb6z6 - valds gydke. Egyébként Masodik nyer. Kinek van nyerd stratégiaja?

5.19. (MS) Melyek azok az x, y, z valés szamok, amelyekre

2 2 2 2 2 2 2 2 2
+z2¢—z ¥+ x® + z
Y Y Y
2yz 2zx 2xy

=17 (1)

5.20. (MS) Egy haromszog koriilirt és beirt korének sugara 170 ill. 12 egység, a haromszog
keriilete 416 egység. Mekkordk a szogei?

5.21. (M) Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert:

Ve—-3+Yy+4 =11
r+y =340

5.22. (M) Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert:

1 . 1 =9
2—x+2 rH2y—1
1 Y + ly =4 (1)
2—x+2y r+2y—1

5.23. (M) Hatérozzuk meg az (z — 5)* + (z — 4)* = 97 egyenlet valés gyokeit!

5.24. (M) Hatérozzuk meg az xy szorzat értékét, ha x és y olyan egymadstél kiilonboz6 valds

szamok, amelyekre
1 1 2

+ = :
1+22  1+9y2 14y

5.25. (M) A 10 mely pozitiv egész kitevés hatvanyai irhaték fel két pozitiv négyzetszam
Osszegeként 7

5.26. (M) Hany megoldésa van a pozitiv egészek korében az a? + b® + ¢* = d® egyenletnek?

5.27. (M) Egy bolha ugrél a sikon. A koordindtarendszer orig6jabdl indul, els6 ugrasaval (1;0)-
ba érkezik. Minden tovabbi ugrasa feleakkora, mint a megelézé volt. Hova jut 48. ugrasaval a
bolha, ha minden ugrasa utdn 90°-kal elfordul (lasd az 1. abrat)

a) mindig ugyanabban a forgasiranyban?

b) véltakozé irdnyban?
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------------------------------------------

5.27.1. abra.

5.28. (M) Tizes szamrendszerben 12 = 3 x 4, hatosban pedig 3 x 2 = 10. Hatarozzuk meg az
Osszes olyan szamrendszert és szamot, amely két egymas utani szamjegybdl all és a két kovetkezo
szam szorzataként alljon el6. (Csokkend vagy emelkedd sorrendben, mint a példédkban.)

5.29. (MS) Hatarozzuk meg az aldbbi egyenlet megolddsait:

Vet var—T+yz—vie—1=2.

5.30. (M) Allapitsuk meg két szdm negyedik hatvanyainak oszegét, ha a szdmok Gsszege 10,
szorzatuk 4.

5.31. (M) Megoldandé a kovetkezd egyenletrendszer
r+y+ry+5 = 0
?y+axy?+6 = 0.

5.32. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha a + b+ ¢ = 0, akkor
(a—b+b—c+c—a>( c . a i b )9
c a b a—b b—c c¢—a) 7

5.33. (M) Legyenek o, 3 az 22 + px +1 = 0 egyenlet gyokei és v, 6 az 22+ gz + 1 = 0 egyenlet
gyokei. Bizonyitsuk be, hogy

(@ =7)(B—N(a+8)(B+6)=q¢" —p

5.34. (M) Hatéarozzuk meg a b egyiitthatét a
47" —112? + 92+ b =0

egyenletben dgy, hogy legyen az egyenletnek két kiilonb6z6 gydke, amelyek Gsszege —1.
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Segitség, itmutatas

1. Masodfoku fiiggvények, polinomok

1.1. A d) részben példaul d(z) = (z — 5)? lesz.

1.2. A d) részben példdul d(z) + 24 = (z — 5)? lesz.

1.3. A d) részben példaul d(z) + 25/a — ¢ = a(x — 5/a)? lesz.

1.1. Az a) részben példdul (x — 1)? + ¢ — 1 = 0 pontosan akkor megoldhaté, ha ¢ < 1.
1.2. Alkalmazzuk a fenti modszert ebben az altalanos esetben is.

1.1. Nézziik meg, hogy a fenti 1.2 feladat megoldasaban hogyan kapjuk meg a megoldasokbdl az
egyttthatokat. Kiindulhatunk a 2ax + b = +v/b% — 4ac egyenléségbdl. Azt kell megnézni, hogy
mit kapunk , plusz-minusz”-ként. Példaul az a) esetben +1 = x = 2ax +b, vagyisa = 1/2, b =0
lehet. Ekkor 1 = —4ac = —2¢, vagyis ¢ = —1/2, végiil az egyenlet 0,522 — 0,5 = 0. Nézziik meg,
hogyan érhettiik volna el, hogy 22 — 1 = 0-t kapjunk inkabb.

1.2. Mindegyik kifejezést két négyzet kiilonbségévé alakithatjuk. Alkalmazzuk az 1.2 feladat
megoldési médszerét. Példdul d) 2% — 10x +24 = (x — 5)? — 1 = (z — 6)(z — 4).

1.5. Oldjuk meg az 22 = 1 (8) kongruenciat, azaz keressiink olyan szdmokat, amelyek négyzete
1 maradékot ad 8-cal osztva.

1.6. Szorozzuk meg f(x)-et egy konstanssal ugy, hogy a féegytitthat6ja megegyezzen g(x) fée-
gylitthatéjaval.

1.7. Lényegében ezt hasznéltuk az 1.1 feladat megoldasanédl.

1.8. Hasznaljuk az 1.2 feladat megoldésat.

1.9. Batran helyettesitsiink be.

1.10. Hasznéljuk a Vieta formulakat.

1.11. Probaljuk kifejezni az 0j 6szeget, ill. szorzatot az eredeti Gsszeghbdl és szorzatbol.
1.1. Alakitsuk egy teljes négyzet és egy konstans Osszegévé.

1.2. A b) és c) részt el6szor oldjuk meg az abszolutérték figylembevétele nélkiil és utdna alka-
Imazzunk fiiggvénytranszforméaciot.

1.3. Alkalmazzuk a teljes négyzet modszerét.
1.4. Minden esetben érdemes a parabola csticspontjabdl kiindulni.

1.6. Az el6sz6 feladathoz hasonléan jarjunk el.
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Segitség, atmutatas 2. Egyenldtlenségek

1.7. Megint a csticspontra érdemes figyelni. Vagy azt hasznéljuk, hogy a koordinatarendszer
eltolasa milyen fiiggvénytranszformaciot jelent.

1.9. Az elsé szamu kiilonbséget az a paraméter érteke jelenti.
1.10. Alkalmazzuk az 1.4 és az 1.5 feladatok mddszerét.

1.11. Hasznaljuk az el6zé feladat megoldésat, igy elég a g(x) = 22 fiiggvény grafikonjarél
igazolni.

1.1. Lasd az 1.12 feladatot.

1.2. A maximum legyen negativ.

1.3. A széls6értékhely a gyokok atlaga, vagy a megolddképletben —b/2a.
1.4. Hasznaljuk a csticspont dltalanos alakjat.

1.6. Alkalmazzuk az 1.13 feladat mddszerét.

1.8. Egy hasonlé feladatot mar megoldottunk: 1.2.

1.11. Batran irjuk be az 1. egyenletbe x helyébe a 2. értéket és vegyiik észre a teljes négyzeteket.
Ha nem hasznéljuk fel a megadott megkotést a-ra akkor biztos rossz a megoldasunk.

1.12. Az egyenl6tlenség megoldasanal prébaljuk elkeriilni az esetszétvalasztast.
1.13. Pozitiv x-re als6 korlathoz lasd a 2.3 feladatot.

1.14. Hozzuk kapcsolatba f(x)-szel.

1.20. Az elgjelvaltasokat érdemes szamolni.

1.22. Alakitsuk szorzatta.

2. Egyenlotlenségek

2.1. Vigyazzunk az dtalakitdsok megfordithatésigara!

2.2. Indukcidval.

2.4. Hasonlitsuk 0ssze sorozatunkat a 2.3. feladat d,, sorozatdval!

2.2. Osszit osztva sszidével.

2.3. Hasonlésagokkal.

2.2. Szabaduljunk meg a gyokjelt6l majd rendezés utdn keressiink teljes négyzetet.
2.3.

1. segitség, itmutatas. Szabaduljunk meg a toértt6l és rendezziink nullara!

2. segitség, atmutatas. Hasznaljuk a szdmtani és mértani kozép kozti egyenlStlenséget (2.2.
feladat)!

2.4. Az el6z6 2.3 feladatot hasznalhatjuk.

Q



2. Egyenldtlenségek Segitség, itmutatas

2.7. Amelyik mennyiség allandd, az szerepeljen az egyenl6tlenség egyik oldalan. Jelen esetben
a szamtani kozép. Amit meg keresiink, azt hozzuk kapcsolatba egy masik kézéppel.

2.8. Ha minden a kiilonbségen mulik, akkor legyen az az ismeretlen.

2.9. Egy derékszogii haromszog atfogdjanak hossza c. Milyen hatarok kozott valtozik a két
befogd hosszanak Gsszege?

2.10. Irjuk 4t az egyenlétlenségeket az /a = A, Vb = B valtozékra és alkalmazzunk algebrai
atalakitasokat !

2.1. Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozti egyenlétlenséget két szamra, de azt tobb-
szor is!

2.2. Alkalmazzuk a szamtani és harmonikus kozép kozti egyenlétlenséget két szamra, de azt
t6bbszor is!

2.3. Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozti egyenlGtlenséget 1-re és a;-re!
2.7. Ha igaz egy egyenlStlenség, akkor (z — y)? kiemelésével valészintileg bizonyithato.
2.1.

1. segitség, utmutatas. Legyen /z =X, y/y =Y, ¥z = Z és emeljitk ki az X> + Y3 + 73 —
—3XY Z polinombdl az (X +Y + Z) tényez6t!

2. segitség, utmutatas. Alkalmazzuk a szdmtani és a mértani kézép kozti egyenlétlenséget
az aldbbi négy szdmra (lasd a 2.2. feladatot):

" . rTry+z

) y7 b 3 *
3. segitség, ttmutatas. Legyen az x, y, z szdmok atlaga S. Alkalmazzuk az alabbi 1épést:
ha z, y és z kozott van két olyan, amelyek nem egyenlok S-sel, akkor valtoztassuk meg ket
ugy, hogy Osszegiik ne valtozzon és egyikiik S legyen. Hogyan valtozik ekdzben a harom szam
szorzata?

2.4. Keressiink olyan a, b pozitiv szamokat, hogy az z?, y*, a, b szdmok szdmtani és mértani
kozepe jelenjen meg a feladatban!

2.7. Legyen a,b > 0, a + b = 3. Alkalmazhatjuk Dr. Agy mddszerét a

Vabp(z) = \3/(2a —azx)(b—bx)(3z +2) < (2a —ax) + (b ; br) + (3x + 2) _

2a +b+ 2
3

felbontasra. Vizsgaljuk, hogy itt mikor lehet egyenléség.

2.8. Vonjunk ki beldle 3-at és alkalmazzuk Dr Agy mddszerét lasd 2.7.

2.9. Emeljiik kébre a fiiggvényt és szorozzuk meg 3-mal.

2.11. Vezessiink be 1j ismeretlent: A a szdmtani kézép, B a négyzetes kozép.

2.1. Proébaljuk a kiilonbséget szorzattad alakitani.

20



Segitség, atmutatas 2. Egyenldtlenségek

2.2. Alkalmazzuk az Osszehasonlitdsokndl az eléz6 2.1 feladatot.
2.3. Alkalmazzuk az 6sszehasonlitasokndl a 2.1 feladatot.
2.4. Alkalmazzuk a Sziics Adolf egyenl6tlenséget (2.3 feladat), ha lehet.

2.1. Az egyenl6szari a legjobb. Ha egy mésik alapjat az egyenlOszaruéval fedésbe hozzuk, egy
tiikrozés utan alkalmazhatjuk a haromszogegyenl6tlenséget.

2.1.

1. segitség, atmutatas. A két négyzetsszeg szorzata és a keresett kifejezés négyzete kapcso-
latba hozhato.

2. segitség, utmutatas. Lasd még az ugyanezen a tritkkdn muld, de teljesen mds tipusa 5.25
feladatot.

2.2. Irjuk fel az aldbbi A-ban mésodfoki egyenlStlenséget:

(al — )\b1)2 + (ag — )\b2)2 4+t (an _ )\bn)2 > 0.

2.3. Alkalmazzuk a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlGtlenséget (2.2 feladat).

2.4. Alkalmazzuk a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenséget (2.2 feladat).

2.5. Ha lehet, ne hivatkozzunk a egyenlStlenségre (2.2 feladat), de persze abbdl is kijon.
2.6. Indukci6val.

2.7. Az z; = b7 helyettesités kell.

2.9. Alkalmazzuk a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenséget (2.2 feladat).

2.2. Alkalmazzuk a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenséget (2.2 feladat).

2.3. A II. igaz.

2.5. Mindkettd kijon a rendezési egyenlotlenségbdl.

2.6. Akkor lesz a legkisebb, ha a = b = ¢. A bizonyitashoz gy prébéljuk alkalmazni a szamtani
és négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenséget, hogy lehessen(!) egyenléség.

2.7. Probaljuk meg el6szor két szamra harom helyett.

2.8. A 61s6 becsléshez a szamtani és a mértani kézepeket érdemes hasznalni. Az alsé elemibb.

2.12. Prébaljuk megoldani elészor k& = 3-ra. Keressiink olyan szdmot, amire mar teljesiil és
onnét bizonyitsuk indukcidval.

2.13. Legyen q(x) = p(z) — p(x — 1), ez p kiilonbségpolinomja. Ennek foka (1-gyel) kisebb, mint
p-é, igy alkalmazhatunk indukciét a polinom fokara.
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3. Polinomok Segitség, utmutatas

3. Polinomok

3.1. Akarmivel is szorozzuk meg x — 1-et, az egyiitthatoosszeg 0 lesz.
3.2. Osszunk maradékosan = — a-val.

3.4. Hasznaljuk a 3.2 feladatot.

3.4. Behelyettesités utan tiintessiik el a nevezot.

3.6. Alkalmazzuk a r = y helyettesitést és a kapott harmadfoki egyenletnek keressiik az
egész gyokét!

3.4. Mindegyiknél probéljuk meg a gyokok Osszegét, kettdsszorzat-Osszegét, szorzatat meghatarozni
az eredetiekébol. Hasznéljuk a Vieta formuldkat. Van sok olyan feladatrész, amelynél més meg-
gondoléds gyorsabban megoldéshoz vezet.

3.6. Ez a tulajdonsag 6roklédik a kiillonbségpolinomra. S6t, ha a kiilénbségpolinom ilyen, akkor
(esetleg a konstanst megvéltoztatva) az eredeti polinom is ilyen. Hatérozzuk meg az ilyen ma-
sodfoku és harmadfok polinomokat. A kapott eredmény alapjan fogalmazzunk meg az altaldnos
format amit indukciéval bizonyithatunk.

3.4. a)-b) Prébalkozzunk az (z? + byx + ¢1)(2? + bax + c2) alakkal.

3.4. Alakitsuk a megadott kifejezést szorzattd! (Keressiik meg az 2% — 3z + 2 polinom egyik
gyokét!)

4. Linearis egyenletrendszerek

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és atmutatasokat.

5. Vegyes feladatok

5.9. Szamoljuk ki az eredményt szamologéppel!

5.16. Alakitsuk szorzattd az f(x) — f(y) kétvaltozds polinomot!
5.17. ,Gyokositsiik” a vn2 +n + 1 — n killonbséget.

5.19. Két torthéz adjunk 1l-et, az egyikbdl pedig vonjunk le 1-et! A szamlalokat alakitsuk
szorzatt, majd szorozzunk 4t a nevezok legkisebb kozos tobbszorosével. Osszevonds utan 1jbol
alakitsunk szorzattd!

5.20. Alkalmazzunk hdrom teriiletformulat! A kapott harmadfoku egyenlettdl ne ijedjiink meg!

5.29. Emeljiink négyzetre.
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Segitség, atmutatas 5. Vegyes feladatok
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Megoldasok

1. Masodfoku fiiggvények, polinomok

1.1. A megoldasok:

a) a(z) = (z — 1)? b) b(z) = — (22 + 3)?
c) c(z) = 2(z — 1,5)? d) d(z) = (v —5)? =22 — 102 + 25
e)e(r)=—-2x—-22=-222+8x -8 f) f(z) = —16(z — 0,5)2 = —162% + 162 — 4

g) g(x) = 5(z + v/20)? = 52% + /202 + 100.

1.2. A megoldasok:

a) a(z) —1=(z—1)2 b) b(z) + 1= —(x + 3)?
c) c(z) —2=2(x—1,5)? d) d(z) + 24 = (z — 5)?
e) e(xr) — 8 = —2(z — 2)? f) f(x) + 36 = 2(z + 4)?

g) g(z) — 88,75 = 5(z + 1,5)2.

1.3. A megoldasok:

a)a(x)+1—c=(x—1)? b) b(z) +9—c= —(z +3)?
c) c(x) +4,5—c=2(x —1,5)> d) d(x) +25/a — c = a(x — 5/a)?
e) e(x) —b*/8 —c= —2(x — b/4)? f) f(z)+a—c=alz+1)?

g) g(x) +b%/4a — c = a(x + b/2a)?.

1.1. Mindegyik kifejezést atalakitjuk egy teljes négyzet és egy valés konstans Osszegévé. Ez
pontosan akkor lehet 0, ha a konstans és a teljes négyzet elGjele kiilénb6z6. Itt vannak az
atalakitott kifejezések: a) (z-124+c—-1=0 b) —(z+3)2+c+9 =0 c)
a(z — 6/a)® + ¢ — 36/a = a(z — 6/a)* + 2520) = 0 d) (z+0b/2)2+1-0%/4 =0 e)
—2(x —b/4)? + c+b*/8 = 0.

1.2. Az italakitas sordn ezt kapjuk: az? + bz +c = a(x +b/2a)? + ¢ — b*/4a = a((x + b/2a)? +
+ %) = 0, ez pedig pontosak akkor megoldhaté, ha 4ac < b?. Ebben az esetben a fenti

egyenletet a-val egyszeriisitve ezt kapjuk: b> — 4ac = 4a®(z + b/2a)?. Vagyis 2ax +b = =+
+vb? — 4ac, innen a (két) megoldas:

—b+ V% — 4dac
12 = .
2a
(Lésd még az 1.12 feladatot.)
1.1. Az a) esetben 2az + b = 2x = £2 vélasztdssal a = 1,b = 0 és ¢ = —1. Az egyenlet

2?2 —1=0. A b) esetben 2az +b = 2r —4 = +2 vilasztassal a = 1, b = —2 és ¢ = 3. Az egyenlet
22 —4x +3 = 0. A c) esetben 2ax +b =27 — 3 = +1 vélasztassal a = 1, b = —3 és c = 2. Az
egyenlet 72 — 3z + 2 = 0. A d) esetben 2ax + b = 2o — 2 = +1 vélasztassal a = 1, b = —2 és
¢ = 3/4. Az egyenletet 4-gyel szorozva 422 —8x+3 = 0. Az e) esetben 2az +b = 22+ 2 = £2/2
véalasztassal a = 1, b = 2 és ¢ = —1. Az egyenlet 22 + 22 — 1 = 0. Az f) esetben a nevezdket
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Megoldasok 1. Masodfoku figgvények, polinomok

eltiintetve 2ax + b = 144x — 17 = 1, igy a = 72, b = —17 és ¢ = 1. Az egyenlet 7222 — 17z +
+1=0. A g) esetben 2ax +b=2x — /2 —1==4(v/2 1) vilasztdssal a = 1, b= —/2 — 1 és
c = /2. Az egyenlet 22 — (vV2+ 1)z 4+ 2 = 0.

1.2. A megoldésok: (természetesen tobbféle szorzatalak is lehetséges a konstansszorzok helyzetétél
fiiggben) a) 22 +2r+1 = (v+1)2 b) —2?—dr—4 = —(v+2)? c) —222—6xr—4,5 =
=2(x+1,5)2 d)22-100+24 = (z—5)>—-1=(2—6)(x—4) e) —222+8x+10= —2(x—
—2)24+2=-2(z+1)(z—5) f) —1222+162—4 = —12(x—2/3)>+4/3 = —12(z—1/3)(z—1)
g) g(x) = 52% + 51z + 10 = 5(x + 5,1)% — 120,05 = 5(x + 1/5)(z + 10).

1.3. A szorzatalakok:
a)z? —1=(z+1)(z—1) b) 22 —4r+3 = (x —1)(z - 3)
)’ —3x+2=(z—1)(x—2) d) 422 — 8z +3 = (2r — 1)(2z — 3)
e)r’+2x—1=(z—-(V2-1)(z+vV2+1) f) 7222 — 17Tz +1= (92 — 1)(8x — 1)
g) v — (V24 )z + V3= (- 1)z - V).

1.4. Legyenek az el6irt megoldasok p és g, ezkbdl késziil egy méasodfoku kifejezés. Ezt szorzatta
alakitjuk: s(z — t)(z — u). Ha ebbe p-t helyettesitiink, akkor 0-t kell kapjunk, hiszen igy késziilt
a kifejezés. De egy szorzat csak akkor lehet 0, ha legalabb az egyik tényezlje az, vagyis p—t = 0
vagy p —u = 0. Hasonléan ¢-ra. Ezt akartuk igazolni. Ezzel azt is bebizonyitottuk, hogy egy
mésodfoku kifejezésnek (polinomnak) legfeljebb két megoldasa (gyoke) van.

1.5. A két lényegesen eltérd szorzatalak 22 —1 = (z—1)(z+1) = (r+3)(x—3) (mod 8). Ennél
tobb nincs, hiszen ha az egyik tényezét megadjuk, akkor a masik mar egyértelmiien megkaphato a
polinomosztas segitségével. (Lasd 3.3) De ha az els6 szorzatalakba behelyettesitjiik a 3-at, akkor
is 0-t kapunk, hiszen 2-4 = 0 (mod 8). Itt ugyanis nem igaz a fent idézett torvényszeriiség,
hogy egy szorzat csak akkor lehet 0, ha legaldbb az egyik tényezdje 0.

1.6. Szorozzuk meg f(x)-et egy konstanssal ugy, hogy a féegytitthatéja megegyezzen g(x) fée-
gylitthat6javal. A gyokok tovabbra is ugyanazok, de most méar a két polinom kiilénbsége h(x)
legfeljebb elséfokn, viszont a két gyck h(z)-nek is gyoke. Igy viszont h(z) azonosan nulla, ez volt
a bizonyitando.

A bizonyitas soran kihasznaltuk, hogy két kiilonbozd gyok van. Ez persze nem feltétleniil igaz.
De ha egy masodfoki ax? + bx + ¢ polinomnak csak egy gyoke van, p, akkor az 1.2 feladatbeli
megoldéképletben (2az +b)? = 0-t kapunk. Ennek gydke p = —b/2a vagyis b = —2ap és ¢ = ap®.
Azaz a polinom az? — 2apr + ap? = a(x — p)?. Ez igyaz f(z)-re és g(x)-re is, tehat tényleg
egymas konstansszorosai.

1.7. Ha a két gydk p és q, akkor egy ilyen polinom (z —p)(z —q) = 2% — (p + q)x + pq. Az el6z6
feladat szerint ez csak konstansszorzéban kiilonbozik ax? + bx + c-t6l. Ez a konstans a. Vagyis
a(z —p)(z — q) = ax® — a(p + q)x + apq = ax® + bx + ¢, ezek szerint tényleg b = —a(p + q) és
c = apq.

1.8. Az 1.2 feladat szerint a két gyck (ha léteznek) —bEvb-—dac V;j“l“’:. Vagyis a szorzatalak

_—b+\/62—4ac —b— Vb%2 —4ac

o 2a )z - 2a

).

1.9. Behelyettesitve a+b-t azt kapjuk, hogy 0 = (a+b)? —k(a+b) +a? —b? = 2a®+2ab— k(a+
+b) = (a+ b)(2a — k). Ezek szerint, ha a + b = 0, akkor mindegy, mi a k. Ha pedig a + b # 0,
akkor k = 2a a megoldas.
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1. Madasodfoku fiiggvények, polinomok Megoldasok

1.10. a) 2?2 +3r-9 b) 2 — 62 — 36 c) 22 —5r—5 d) 2° + 1z —

e) 22 — 27z + 81.

1.11. A megold4sok a) az’ —br +c b)) a®2? + 2ac— bz +  ¢) alzx —1)? +
+bz—1)+c=ar?+(b—2a)z+a—b+c d) cx? +bx+a e) a’x? — (b? — 4ac) f)
x2+(2—2—2€)x+1.

1.1. Atalakitva f(z) = (z — 2)? + ¢ — 4. Ez minimélis az = 2 helyen, itt az értéke ¢ — 4.
Ha ¢ < 4, akkor metszi (¢ = 4 esetén érinti) az x tengelyt, mégpedig x — 2 = £/4 — ¢, azaz
x12 = 2++/4 — cesetén. Az y tengelyt y = c-ben metszi. A ¢ megadott értékei esetén a fiiggvény
grafikonja rendre az x tengely felett, azt érintve illetve azt metszve helyzkedik el. A grafikonok
szimmetrikusak az x = 2 egyenesre. (A grafikon egy parabola, ezt az 1.11 feladatban bizonyitjuk
be, de addig is hallgatélagosan hasznaljuk, legalabbis az elnevezését.)

1.2. a) Atalakitva f(z) = |z — 3| + = — 3, vagyis = < 3 esetén f(z) = 0, > 3 esetén pedig
f(x) = 22 — 6, a grafikonja két félegyenesbél 4ll. b) Ha G(z) = 22 — 62 + 9 = (x — 3)?, akkor
G(z) grafikonja egy, az = tengelyt 3-ban érint6é parabola. Ennek y tengelyt6l jobbra es6 részét
tiikrozve az y tengely bal oldalara kapjuk g(z) = G(|z|) grafikonjat. ¢) Most h(z) = |G(z) — 4|,
vagyis G(z) grafikonjat 4 egységgel letoljuk és az x tengely alatti részt az x tengelyre tiikrozziik,
igy kapjuk h(z) grafikonjat. d) A kiinduldsi G(z) — 4 figgvénynek —4 a miniumértéke. Ezek
szerint a kérdéses egyenletnek p > 4 esetén kettd, p = 4 esetén harom, 0 < p < 4 esetén négy,
p = 0 esetén kettd megoldasa van, p < 0 esetén pedig nincsen megoldésa.

1.3. Azt kapjuk, hogy f.(x) = (z + ¢/2)? + 3 — ¢?/4. Ennek minimumhelye = —c/2, min-
imumértéke y = 3 — c?/4, ez lényegében megvélaszolja a b), c) és az e) kérdéseket. Mivel
fe(2) = 2¢+7, ezért d)-re a valasz ¢ = —3,5. Mivel a f6egytitthaté 1, a Vieta formuldk miatt (ha
léteznek) a gyokok osszege —c, szorzatuk 3. Ha egészek, akkor csak 3,1, illetve —3, —1 lehetnek, e
két lehetdség ¢ = +4 esetén fordul el§. Ezzel vilaszoltunk f)-re. Mivel minden x # 0 esetén f.(x)
értéke fugg c-t6l, de f.(0) nem, igy h)-ra a valasz: igen, a (0; 3) pont, i)-re pedig: a (0; d) pontok,
ahol d # 3. A g) kérdésre a valasz a (—c/2;3 — ¢?/4) pontok 4ltal alkotott gérbe, ezt d = —c/2
helyettesitésel igy is irhatjuk (d;3 — d?). Ez pedig lathatéan egy alulrél nyitott parabolét ir le.

1.4. Atalakitva f(z) = (z — 3)? — 4, a parabola csticsa (3; —4). b) (z —2)? —6(z —2) +4 =
=22 10z +20. ¢) (z —u1)? — 6(x —u1) + 5+ uz. d) —2* + 62 —5. €) —(x —3)> +2a + 4. f)
(—2)?2+62+5.g) (x —2b+3)%2 —4. h) —(—2)?> — 62 —5.1) —(x —2c+3)% +2d + 4.

1.5. b) 322. ¢) 22/9. d) A két transzformacié egymasutanja, x2/3.

1.6. b) 3(2? — 6z +5). ¢) (x/3)? —6(x/3) +5. d) A két transzformdcié egymdsutanja, x2/3 —
— 6x + 15.

1.7. a) (x+3)2+6(z +3) —4. b) 22 +6x — 6. ¢) (z +3)? + 6(x + 3) — 6.
1.8. a)(3z)? + 6(3z) — 4. b) 22/3 + 2z — 4/3. c) a kettd egymasutanja 322 + 6z — 4/3.

1.9. Ha a # 0, akkor nem is masodfoku a figgvény. Ha a < 0, akkor mindent —1-gyel szorozva
a grafikon tiikkrozodik az x tengelyre, igy a szélsGérték is ellentétére valtozik, a szélsGértékhely
pedig valtozatlan marad. Ezért mostantol legyen a > 0.

A szokésos atalakitdssal f(z) = a((z +b/2a)? + %). Ennek szélséértékhelye ott van, ahol

4ac—b? ) _ 4dac—b?
4a? —  da

a teljes négyzetnek, azaz © = —b/2a esetén, ott az értéke y = a( ), ez minimum.

(Vagyis a < 0 esetén pedig maximum.)
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Megoldasok 1. Masodfoku figgvények, polinomok

1.10. A megoldés: fopc(z) = a((z+b/2a)? ey — a(fLO,o(:chb/Qa)+4‘“71’2 ), vagyis (beliil—

4a? 4a2
rél kifele haladva) elészor eltoljuk az alapfiiggvény grafikonjat —b/2a-val jobbra, utdna 4“6 b tel
felfelé, végiill a ardnyban az x tengelyre merdlegesen affinitjuk. (Mas helyes transzformamo—
sorrend is van.)

1.11. Mivel eltoldssal és affinitdssal a parabola parabolaba megy at, ezért elég a g(z) = 22 fiig-
gvény grafikonjarodl igazolni. A parabola vezéregyenese meréleges a szimmetriatengelyre, vagyis
parhuzamos az = tengellyel. A fékuszpont pedig rajta van a szimmetriatengelyen, az y tengelyen
és a csicspontra vett tiikkorképe a vezéregyenesre esik. Tehat ha valéban parabolardl van szo, a
fokuszpontja (0;p), a vezéregyenese az y = —p egyenes valamilyen p > 0 valés szamra.

A grafikon egy tetszéleges (a;a?) pontjanak tavolsdga a vezéregyenstdl a? + p, a fokuszponttél

2 + (a2 — p)2. Ezek pontosan akkor egyenlSek, ha a négyzeteik azok, vagyis atrendezve (a2 +

+p)2 —(a® —p)? = a®. Szorzatta alakitva, majd a>-tel egyszeriisitve: 4p = 1, azaz p = 1/4. Mivel
ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, a p = 1/4 valasztds minden pontra jo, vagyis a grafikon
tényleg parabola.

(Tulajdonképpen csak azt mutattuk meg, hogy a fliggvény grafikonja illeszkedik erre a parabolara.
De forditva, ha P(a,b) egy pontja a parabolanak, akkor az el6z6 szamitast visszafelé elvégezve
azt kapjuk, hogy b = a2, vagyis a parabola is illeszkedik a grafikonra, tehat a két alakzat azonos.)

1.12. a) Ez mar volt az 1.9 feladatban. b) és c¢) Lasd az 1.2 feladatot, vagyis a mésodfoku
fliggvény megolddképletét.

1.13. Ha D < 0, akkor nem valt eldjelet a fliggvény, tehat a < 0 esetén seholsem pozitiv, a > 0
esetén mindenhol potitiv. Ha D = 0, akkor hasonldéan a < 0 esetén seholsem pozitiv, a > 0
esetén x = —b/2a kivételével mindenhol.

Ha D > 0és a < 0, akkor a két gyok kozott pozitiv, vagyis akkor, ha b+f <z < b \F . Ha

viszont a > 0, akkor a két gyokon kiviil pozitiv, vagyis akkor, ha z < b \F b‘“F.

vagy T >
1.1. Az 1.12 feladatot hasznéalva b = 40 és 8c + b?> = D = —40, vagyis ¢ = —205.

1.2. Természetesen p < 0, hiszen egyébként nincs fels§ korlatja a fliggvénynek. Ha p = 0,
akkor pl x = 1-re nem teljesiil az egyenlotlenség. Ha p < 0, akkor a fiiggvény maximumértéke
% = M < 0, vagyis —36 — 5p > 0. Mindent Gsszevetve p < —7,2.

1.3. a) Itt —2 = —¢/2, vagyis ¢ = 4, az érték —3. b) Itt —2 = ¢/8, vagyis ¢ = —16, az érték 28.
c) Itt a gyokok atlaga —2 = e/ 22_5, vagyis ¢ = 2, az érték —18. d) Itt az elséfoku tag egyttthatdja
0, vagyis mindenképpen 0 a széls6értékhely, nincs megfelel6 ¢ érték.

1.4. A csticspont mindenképpen (=2; p—+4q). a) p=—6,¢=—10.b) p =0, ¢ = 5. ¢) Nincs

ilyen p, ¢, hiszen a f8egyiitthaté pozitiv, vagyis a fliggvénynek nincs maximuma. d) f(z) = (z+
+10)% = 22 + 20z + 100 adja a megold4st.

1.5. a) ¢ = f(0) =0) és =72+ 6b = f(6) = 0 adja b = 12-t. b) A csticspont ( ; 8 8¢). Vagyis
b= —12 és igy 8¢ = 400 — 144 miatt ¢ = 32. ¢c)Ezt méar megoldottuk 1.1-ben, b = 40, ¢ = —205.
d)Ez nem fordulhat elé, hiszen a f6egyiitthaté pozitiv.

1.6. Hasznaljuk az 1.13 feladat megoldését. a) f gyokei —4 és 5, ezeken kivil pozitiv, g gyokei
—2, 6, ezeken kivil pozitiv, vagyis a megoldds: x < —4 és x > 6 intervallumok. b)Itt az 1j
g gyokei —2 és 4, a két gyok kézott pozitiv, vagyis nincs kozos pozitivitasi tartomanya a két
fliggvénynek.

AR



1. Madasodfoku fiiggvények, polinomok Megoldasok

1.7. Mivel csak egy nullhelye van, a —10, ezért f(x) = q(z + 10)2. Az egyiitthatok Gsszehason-
litasaval kapjuk, hogy ¢ = 0,01, p = 0,2.

1.8. A miésodfoki fliggvény grafikonja nem lehet lefelé nyilé parabola:

a>0. (1)
A figgvény értéke 0-ban nem lehet negativ:
c>0. (2)
A figgvénynek nem lehet két zérushelye:
b’ — dac < 0. (3)

A hérom kapott feltétel elégséges is. Ha a = 0, akkor azért, mert ilyenkor (3) egyenlStlenségben
sziikségképpen b = 0 és (2) miatt ¢ > 0, ahol ¢ maga a ,mésodfoka” kifejezés. Ha pedig a >
> 0, akkor a parabola felfelé nyilik és (3) miatt legfeljebb egy zérushelye van, azaz pontjai az
z-tengelyen és ,,folotte” lehetnek.

1.9. a) Ha p < 1, akkor maximuma van, ha p = 1, akkor nemkonstans linedris, egyik sem lehet,
vagyis p > 1. Még az kell, hogy ne legyenek gyokei, vagyis 0 > D = 4p* —4(p — 1)(p + 3) =
= 8p + 12. Ebb6l p > 1,5 adédik. b) Eldszor is szitkséges, hogy létezzen két gyok, vagyis p # 1
és D > 0, ami az el0z6 rész miatt 1 # p < 1,5 esetén teljesiil. Az x = 1 helyen a behelyettesitési
érték f(1) =p—1—2p+p+ 3 = 2 pozitiv, vagyis a nagyobbik gyok mindenképpen pozitiv. Az
kell még, hogy a két gyok szorzata is pozitiv legyen, vagyis ¢/a = (p — 1)(p + 3) > 0. Ez akkor
teljesiil, ha p > 1 vagy p < —3. Mindent 0szevetve: p < —3 és 1 < p < 1,5 intervallumok jok.

1.10.

1. megoldés. Akkor lesz két kiilonbozé gydke, ha m # —2és0 < D = (2m+3)2 +8(m +2) =
= 4m? +20m +25 = (2m +5)%. Vagyis m # —2 és m # —2,5. Két negativ gydke csak tigy lehet,
ha a szorzatuk —2/(m + 2) > 0, vagyis m < —2. Mivel f(-2) =4(m +2) —2(2m +3) —2 =0,
ezért csak az kell, hogy a masik gyoke is kisebb legyen, mint —1. Ez pontosan akkor teljesiil, ha
a gyokok Osszege kisebb, mint —3. A gyokok osszege —(2m + 3)/(m + 2) < —3 pontosan akkor,
ha —2m — 3 > —3m — 6, egyszerlisitve m > —3.

Mindent 6sszevetve —3 < m < —2, de m # —2,5.

2. megoldas. Alkalmazzuk az y = x + 1 helyettesitést. A kapott 0 = (m +2)(y — 1)% + (2m +
+3)(y—1) — 2= (m+2)y?> —y — (m + 3) egyenletnek két kiilonboz6 negativ gyoke kell legyen.
Két kiilonbo6z6 gyoke akkor van, ha a diszkriminans pozitiv, azaz 0 < 14+ 4(m + 2)(m + 3) =
= 4m?+20m+25 = (2m+5)2. Ez pontosan akkor teljesiil, ha m # —2,5. Mivel a diszkriminéns
négyzetszam, a gyokok konnyen meghatarozhatoéak:
1+ (2m+5) ‘ 1

omta BT
Ezek egyike negativ, a masik pontosan akkor negativ, ha —1 < m + 2 < 0.

Mindent 6sszevetve —3 < m < —2, de m # —2,5.

Y12 =

1.11.

B a4+8a2+16+ at —8a? + 16 B
y= 4a2 4a2 -

a? + 4
2a +

a’? —4
2a |
Mivel 0 < a < 2, {gy |a? — 4| = 4 — a?, igy

a?+4 4—a?

Y= "4 2  a
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Megoldasok 1. Masodfoku figgvények, polinomok

1.12. Hax # k/2, akkor a nevezével szorozhatunk és rendezés utdn a (4—k)z = 2k+5 egyenletet
kapjuk. Ennek k& = 4 esetén nincs megoldésa, k # 4 esetén pedig x = k+5 az egyetlen megoldéasa.
Ellendrizendd, hogy 5 2k+5 = g mikor fordul el6. Ekvivalens étalakltassal 4k 4+ 10 = 4k — k2, ez

pedig lehetetlen. Osszegezve k = 4 esetén nincs megoldas, egyébként pedig egy megoldas van.

A masodlk kérdés ezt jelenti: Mikor lesz 3 < 2k+5 . Ekvivalens(!) dtalakitassal 0 < w =
__ 5k—

= 3=T vagyis mikor pozitfv (5k—7)(4—k). Mlvel ez k-val mint valtozéval negativ féeggytitthatos
méasodfoku fliggvény, ezért a két gyok kozott pozitiv, azaz 1,4 < k < 4 esetén.

1.13. Mivel f paratlan fliggvény, elég a pozitiv = helyettesitésekre vizsgalni. Ezekre a szamtani
és mértani kozép kozott fennallé egyenlGtlenség miatt
1 _z+4+1/z

l=2—<
T 2

, vagyis 2 < f(z),

itt egyenléség lehetséges. Most mar csak azt kellene belatnunk, hogy f(x) barmilyen 2-nél nagy-
obb értéket is felvesz. Legyen tehat t > 2. Ekkor, kdvetve a szamtani-mértani egyenlGtlenség
(egyik) bizonyitasat:

1

1 1 1
2 2
— — ) =x4+—-——2=t—-2: +—)'=z+—+2=t+2.

Ezért 2\/_—\/_— +\/_+ =Vt—2+t+2, Vagyisx:%.
Végiil az ertekkeszlet R\ (-2 )
Vegyiik észre, hogy g(x) = \/ﬁf(:c/\/ﬁ) gy g(z) értékkészlete R\ (—2v/2; 2v/2).

1.14. Vegyiik észre, hogy

h(z) =x+ =flx+1) -1,

z+1
igy h(x) értékkészlete R\ (—3; 1).
1.15. Most igy alakithatjuk:

i(z )—x+1+%=\/§f<xj§1>,

igy i(z) értékkészlete R \ (—2v/2; 2v/2).

1.16. Hasonléan az eddigiekhez:

1/j(a )—x—1+——ff<‘“j;> 3,

igy 1/j(x) értékkészlete R\ (—2v/3 — 3; 2¢/3 — 3). Végiil j(x) értékkészlete

1 1] 32f3+2f
2[32[3 3 3

1.17. Szemléltetjiik az algoritmust egy konkrét példan. Legyen

2?2 +1 z? — 0,50 — 0,5+ 0,52 + 1,5 z+3
h(z) =g 5——7 = ST p— _05+057_3€_1

Az atalakitasbdl latszik, hogy elég meghatarozni az igy kapott els6foki és méasodfoku fliggvények
hényadosanak értékkészletét. A konstansszorzé és konstans dsszeadandé ezek utdn mar nem okoz
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1. Madasodfoku fiiggvények, polinomok Megoldasok

gondot. Ha a fenti egyszertisités soran a szamlaléban esetleg nulladfok polinom maradna, akkor
a nevez$ értékkészletébdl konnyen megkapjuk az eredeti fiiggvény értékkészletét is. (Példaul

I(z) =1+ 27 értékkészlete (1; 3].)

A kapott ngfg,l fliggvénynek elGszor vessziik a reciprokat és ennek az értékkészletét fogjuk

mehatarozni. Ezt visszavezetjiik az 1.13 feladatban definidlt f(x) fiiggvényére:

22 —x—1 20 20 x+3
- 9T =2r+6 —13 =210 —13.
Z+3 L f<\/1o>

Tehét a fenti sor fiiggvényének értékkészlete R\ (—4v/10 — 13; 4/10 — 13). Igy az eredeti k(z)

értékkészlete R \ (0,5 + 0,5m; 0,5+ O,5m). (A reciprokvételnél iigyelni kell az elé-

jelekre. Jelen esetben az intervallum mindkét vége negativ volt.)

1.18. Egyoldalra rendezve a (p — 1)z2 + (3p — 1)z + 2p — 1 = 0 egyenletet kapjuk. Ez nem
masodfokid, ha p = 1, ekkor van is megoldasa. Ha viszont p # 1, akkor a megoldas sziikséges és
elégséges feltétele, hogy 0 < D = (3p — 1) —4(p — 1)(2p — 1) = p? + 6p — 3 legyen. Ez pedig
pontosan akkor teljesiil, ha p nincs benne a (—3 — 2v/3; —3 4 2¢/3) intervallumban. Mivel 1 sincs
benne ebben, ezért a végeredményt megkaptuk.

1.19. Természetesen ez ugyanaz, mint az

2 +r+1

22 + 3z +2
fliggvény értékkészletének meghatarozasa. Mindkét mddsszer ugyanazt adja. Az els6 modszer
kicsit koriilményesebb, de a szélsGértékeket nyomon kovetve a szélsGérték-helyeket is egybol
megkaphatjuk. A masodik mddszer segitségével ehhez a D = 0 esetben meg kell keresniink a
megfelel6 z-et. Tulajdonképpen ez sem nehéz, hiszen ha tudjuk, hogy D = 0, akkor x = —b/2a,
vagyis a mi esetiinkben (1—3p)/(2p—2). Ide kell behelyettesiteniink a D = 0 egyenletb6l kapott
(két) p értéket.

Masik elonye az els6é mddszernek, hogy altalaban paraméteres fiiggvények esetén is miikodik,

példaul az 1.23 feladatnal. Ilyenkor a méasodik moédszer joval nehézkesebb.

1.20. Mindhérom tényez6 linedris, vagyis eldjelvaltas csak egyszer torténik, amikor az x valtozd
yathalad” a nullhelyén. Sorbaallitjuk a gyokoket: —3 < —1 < 2, igy 1étrejon négy intervallum.
Ezeken az intervallumokon az elgjel allandd, a hatarokon pedig megvaltozik. Ezek szerint a
szorzat pozitiv, ha 2 < x illetve, ha -3 <z < —1.

1.21. Az el6z6 1.20 feladat gondolatmenetét kovetve, a gyokok (fiiggetlentl attdl, hogy a szam-
lal6ban vagy a nevezOben vannak): —4 < —3 < —1 < 1 < 2. Rdadésul most a dupla gyokok
miatt nincs elgjelvaltas a —1-nél, és az 1-nél. Vagyis a szorzat pozitiv, ha 2 < z illetve, ha
4 <z <=3

1.22. Az els6 kérdére a valaszt szorzattdalakitassal kapjuk:
(@) ?—z2-6 (v-3)(x+2)
xTr) = =
22422 -3 (z+3)(z—-1)
vagyis pozitiv, ha 3 < z illetve, ha —2 < = < 1 illetve, ha z < —3.

A masodik kérdésre a valaszt nem ugy keressiik, hogy szorzunk a nevezével. Akkor ugyanis
azt kellene diszkutdlnunk, hogy mikor negativ a nevezd. Vagyis inkdbb:

0 < 22—z -6 27x2—x—6—2x2—4x+67 —z? -5z —az(z+5)
2?2 4+ 2x —3 B x? 4+ 2x —3 22420 -3 (z+3)(xz—1)

Ez pozitiv, ha 0 < z < 1 illetve, ha —5 < z < —3.
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Megoldasok 2. Egyenlotlenségek

1.23. Legyen a t ismeretlen 1-gyel tobb, mint az utazasra szant id6, ennek segitségével a csapat
itbereje f(t) = 10000(9 — ¢)(t — 1)/t = 10000g(t) a képlet szerint. (Itt y =t — 1 és x = 3000 +
+1000(5— (¢ —1)).) Ennek maximuma a kérdés az 1 < t < 6 intervallumban. Alakitsuk at g(¢)-t
az alabbiak szerint:

—t2 410t —9 -9 t 3
= e 4 10+—=10-3(=+3)<14
t + +t (3+t)_’

9(t)
és az egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha t = 3. Es itt f(3) = 40000.
1.24. A harom kérdésre a valasz: a) z = 90°, fuggblegesen; b) x = 45° alatt; c) x = 30° alatt
¢ = 24,25m/s kezdGsebességgel.
2. Egyenlotlenségek
2.1. a)Mindkét oldalbdl 4-et kivonva:

3z4+5—4(7T—3z) 15z —23)
7— 3¢ - 7—3z "’

0>

ami pontosan akkor teljesiil, ha 0 > (152 — 23)(7 — 3x), azaz, ha x < 23/15 illetve, ha 7/3 < =.
b)Mindkét oldalbél 1-et levonva

—2 2 —1—(224+1) 23—-1-(2>+1) -2

2+1 241 341 o3+ 1

Ez kétféleképpen teljesiilhet. Vagy x < —1, ekkor a bal oldal negativ, a jobb pozitiv, vagy = >

> —1 (és ekkor mindkét oldal negativ), de 2% + 1 < 22 + 1, vagyis a jobb oldali tért nevezdje a

kisebb. Ez a mésodik eset pedig x > 1 esetén teljesiil. Osszefoglalva: x < —1, illetve x > 1.
c)Négyzetre emelve a két pozitiv oldalt:

20 +1—2vVa2+x < 107%

Atrendezve és tjra négyzetre emelve
4o + 4o — 410"+ (1 - 1074? < 42? + 4.

Ujra 4trndezve és 10* /4-gyel szorozva

1-10"4102)°
49,9952 = <%> <z

2.2. Alkalmazzunk indukciét n-re. Ha n = 1, akkor nincs mit bizonyitani. Ha n = 2, akkor
tegytik fel, hogy ai/b; < agby és megmutatjuk, hogy a;/by < (a1 + a2)/(b1 + b2), a maésik
ugyanigy beldthaté. A két oldalt megszorozva a nevezok szorzataval ai1by + a1bs < a1by + a2y
adédik. Kivonds utdn aibs < agby, ez pedig ekvivalens aq /by < ag/bs-vel.

Ha mar n — 1-re igaz, akkor tekintsiik az n-re vonatkozd allitast és bontsuk fel a tortet két
részre, az egyikben az els6 n — 1 darab ,0sszege” &ll, a masikban pedig az n-edik tort. Ezek
,oszege” kisebb, mint az eredeti tortek koziila legnagyobb, hiszen indukcié miatt az n — 1-es
,,0sszeg” kisebb, mint az elsé n — 1 koziil a legnagyobb és ennél kisebb az n-es ,,0sszeg,” kivéve,

ha az n-edik a legnagyobb, de akkor meg ennél kisebb. Az als6 korlat ugyanigy lathato.
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2. Egyenlotlenségek Megoldasok

2.3. a) a, + 2% = 2, vagyis a, < 2 mindig, de més, kisebb korldt nem létezhet.

b) 2b, + 3%, = 3, vagyis b, < 1,5 mindig, de mas, kisebb korlat nem létezhet.

C) con — con—1 > 0,5, vagyis con > n/2, tehat nincs fels6 korlat.

d) Vegyiik észre, hogy #ﬂ) = % — n%rl Emiatt d, = 1 — n%rl, vagyis d, < 1 mindig, de
mas, kisebb korldt nem létezhet.

2.4. Mivel ﬁ > #, igy a feladatbeli f, Osszeg kisebb, mint a 2.3 feladatbeli 1+d,,—1 < 1+
+1 = 2. (Megjegyzés: Euler hires eredménye, hogy f,, legkisebb fels6 korlatja 72 /6.)

2.1. a) és b) Lasd a G.I1.8.5. feladatot.

)

Geometriai okoskodas: Az alappal parhuzamos egyeneseknek a szarak kozé es6 darabja a
hosszabbik alaptdl a révidebbik felé haladva (linedrisan) csokken. Az &tlok metszéspontjanak a
két alaptél vald tavolsaga tgy aranylik egyméshoz, mint a két alap hossza, ezért a rovidebbik
alaphoz van kozelebb (lasd az 1. &brét), igy hossza is ahhoz van koézelebb, révidebb, mint a
kozépvonal.

2.1M.1. abra.

Algebrai okoskodas: Igazolnunk kell, hogy pozitiv szamok esetén

2ab <a+b
at+b— 2

A pozitiv 2(a + b) kifejezéssel dtszorozva az eredetivel ekvivalens
4ab < (a + b)?
egyenl6tlenséghez jutunk. A zardjel felbontdsa és rendezés utan a jol ismert
0 < (a—b)?

Osszefiiggéshez jutunk. Ez mindig teljesiil, igy eredeti egyenlGtlenségiink is igaz. Az egyenl6ség
akkor és csakis akkor all fenn, ha a = b.

2.2. a) Ha kétszer t ideig ment az autd, akkor az 6sszid6 2t, az 6sszut pedig tvy + tve. Ezek

héanyadosa
v1 + V2

2
b) Ha a két varos tavolsdga s, akkor az osszit 2s, az 6sszid6 pedig s/vy + s/vq. Ezek hdnyadosa
egyszerusités utan
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Megoldasok 2. Egyenlotlenségek

2.3. A Thalesz tétel szerint CF = pTJrq. A magassagtétel szerint CT = ,/pq. Utdna még egy
hasonlésig a kishdromszogbe adja, hogy a meréleges vetiilet hossza 2pg/(p + ¢), ami pont a
harmonikus kézép.

2.1. a) Ha az oldalak hosszai a és b, akkor K = 2a + 2b adott, T' = ab becsiilends. Természete-
sen ab akdrmilyen kis pozitiv lehet, ha a és b egyike kozel van 0-hoz, masik koézel K/2-hoz.
Legnagyobb pedig akkor lesz, ha egyenldek, vagyis, ha négyzetrol van sz6, ugyanis ab < ab +
+(a—0)%/4 = (a+b)?/4 = K?/16 és itt egyenléség akkor van, ha a = b. Hasonl6 médon mindig
lehet szorzatbdl négyzetek kiillonbségét csindlni: 2a-2b = (a+b+a—b)(a+b—(a—0b)) = (a+
+b)2 — (a — b)%

b) Ez ugyanaz visszafelé. A keriilet akarmilyen nagy lehet, viszont K > 4VT.

2.2.

1. megoldas. a)

a?+b _ a+b a?+b% _ a®+2ab+ b2

> 2a% 4+ 2b* > a® + 2ab + b <= a® — 2ab+ b? > 0 <= (a — b)?
b)

<(a+b)? <= 0<a®>—2ab+b* = (a—Db)>

2 1 2
va-b> ab <= > <~ Va <

1db fent.
atb  Vab-ath sd b) fen

2. megoldas. b) Atrendezve:2$? — \/ab = M > 0.
2.3. a) x > 0 esetén az alabbi atalakitas ekvivalens:
1
T+ ->2= '+ 1> =22 20 +1>0 (z—1)*>0.
x
b) x < 0 esetén

1
x—l——§—2<:>:c2—i—12—2x<:>x2+2x+120<:>(:6—|—1)220.
z

2.4. Az el6z6 2.3 feladatban legyen x = a/b.

2.5. Az adott hiperbola egy altaldnos (a; 1/a) pontjdnak tavolsdga (0; 0)-t6l \/a? + 1/a?, ez
legaldbb /2 a 2.3 feladatbeli egyenlStlenség miatt.

2.6. Alakitsuk at a megbecsiilend6 kifejezést:

_x—|—2 .
g(w)—m Va2 + +m 2

a 2.3 feladatbeli egyenl6tlenség miatt.
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2. Egyenlotlenségek Megoldasok

2.7. Ha a két szakasz hossza a és b, akkor a + b allandé. A keresett terilletosszeg a® + b%. Ez
a 2.2 feladat szamtani és négyzetes kozepek kozotti egyenlétlensége szerint a2 + b2 > %, ami
alland6. Egyenloség akkor, ha a = b.

Ebbdl a gondolatmenetbol nehezen hozhaté ki, hogy a maximum pedig abban az esetben van,
ha az egyik 0. Legyen inkdabb x a két szakasz hosszanak kiilénbsége, t = “TH’ pedig az atlag.
Ekkor a keresett négyzetdsszeg (t —x/2) + (t +x/2)? = 2t2 + 2% /2. Ebbél azonnal latszik, hogy
a minimum z = 0-ban van, de az is, hogy a maximum pedig akkor, ha x a lehetd legnagyobb,

azaz, ha az egyik szakasz hossza 0.

2.8. Legyen az allandé osszeg t, a kiilonbség = > 0. Ekkor a két mennyiség ¢/2—x/2 és t/2+x /2.
A szorzat 2 /4 — x? /4 tényleg annal nagyobb, minél kisebb . A négyzetdsszeg t2/2 + x2/2 pedig
tényleg annal nagyobb, minél nagyobb .

2.9. Legyen a négyszog atléjanak hossza c. Az egyik Utirdny a illetve b hosszisagn szakaszokbol,
a masik a’ és b’ hossziisdguakbol. Tegyiik fel azt, hogy @’ < a < b < /. A Pithagorasz tétel miatt
a? 4+ b% = c? = a? + 2. A 2.8 feladat atfogalmazdsa szerint ha a négyzetosszeg allando, akkor
anndl nagyobb az 0sszeg, minél kisebb a kiilonbség. Vagyis érdemes a(z o’ hosszii) Kokoresin
utcan indulni, ugyanis ott nagyobb a kiilonbség.

2.10. Legyen A = \/a és B = Vb. Ekkor az elsé egyenltlenség

1(A-B?*A+B)? 1(A2-DB%»? A2+ B? (A—B)?

— = - < —AB=-——".

8 A2 8 A2 2 2
Mindkét oldalt 8A42/(A — B)?-tel szorozva és gyokot vonva A + B < 2A-t kapunk, ami magatol
értet6do. Ha a masik oldallal végezziik el a megfelel¢ miiveleteket, akkor A+ B > 2B-t kapunk,

ami hasonléan magatél értetddo.

2.1. Legyen a vizsgdlt kifejezés f és alkalmazzuk a szamtani és a négyzetes kozép kozti Gssze-
fiiggést (2.2. a) feladat):

;o (a+é)2+(b+%)2><a+é+b+%>2
> ! |

2 2

AR AT A
§2<T> =7z ) W)

Most alkalmazzuk a szdmtani és mértani kozép kozti egyenlétlenséget !

a+b\? 1 1
b < = — — >4
“—<2> L a7

azaz

amibél (1) figyelembevételével adédik a feladat allitdsa. Az egyenl6ség csakis a = b = % esetén
teljestil.

2.2. a) Héromszor alkalmazva a szamtani és mértani kozepek kozott fennall egyenlétlenséget:
a a a a aias + y/asa
1+ 21- 3+ a4 > Va1 22\/ 304 > /\/a1a2\/a3a4:\4/a1a2a3a4.
b) Analég moédon felirhaté a pozitiv szdmokra vonatkozd 2-hatvany véltozds szamtani és
mértani kozepek kozott fennallé egyenlétlenség:
ay+ax+---+ay
n

> Majas -+ ay.

A bizonyitas indukciéval gy megy, mint 4-re az a) részben.
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Megoldasok 2. Egyenlotlenségek

2.1. Az

b b
SoEvVah  SEevhe St va,

szamtani és mértani kozepek kozti egyenlGtlenségek szorzatabdl kapjuk a vizsgalt egyenlotlen-
séget.

2.2.
1. megoldas. Az

2ab <a+b’ 2bc <b+c’ 2ca <c+a
a+b— 2 b+c— 2 ct+a 2

9

harmonikus és szdmtani kozepek kozti egyenlotlenségek 0sszegébol kapjuk a vizsgalt egyenlotlen-
séget.

2
2. megoldas. A mértani és szamtani kozép kozti egyenlOtlenségek szerint 2ab < M, igy

" 2
3;1% < ;‘E:Jl:)b) = “T*b. Irjunk fel hasonl6é egyenlGtlenséget a b és c illetve a ¢ és a szamparokra,

majd adjuk 6ssze a harom egyenlGtlenséget !

2.3. Alkalmazzuk a szédmtani és mértani kozép kozti egyenl6tlenséget 1-re és a;-re:

1+a11+ay 14 ay

5 5 > \Jar/az - an = 1.

Ez pedig a bizonyitandé egyenlotlenség 2"-edrésze.

2.4. Ha az z, y, z szdmokat az abszolutértékiikre cseréljiik, akkor a bizonyitandé egyenl6tlen-
ség bal oldala nem véltozik, a jobb oldala pedig nem csokken. Igy elég az allitdst nemnegativ
szamokra igazolni. Irjunk fel két szamtani és mértani kézép kozti egyenlGtlenséget :

2 2, .2 2 2, .2
AW s, LEEAD) S e
Az egyenldség rendre

x = /y? + 22, y=vVax2+ 22 (1)

esetén 4ll fenn. A két egyenlStlenség Osszege a bizonyitandé allitds. Ebben tehat az egyenlGség
akkor teljestil, ha (1) mindkét osszefiiggése fennéll, tehat minden olyan szamhérmasra, amelyben
z=0éx =y >0.

P+ +1>ay+a+y,

tehdt f > 0 és az egyenlOség x = y = 1 esetén teljestiil.

2.5. Irjunk fel hdrom szdmtani és mértani kozép kozti egyenl6tlenséget, mindig 1 és (4a; + 1) a

ket szam: da; +1+1 dag +1+1
o+ 1220 g+ 1< 22T

4a3+1+1
5 .

Az egyenl8ség sehol sem teljesiilhet, mert a; pozitiv, igy 1 # 4a; + 1. gy a hirom egyenl8tlenség
Osszege:

(4a3—|—1)-1§

Vidar +1+V4as +1++V4ag +1<2a; +1+2as+1+2a3+1=2(a; +as+az)+3=5.
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2. Egyenlotlenségek Megoldasok

2.6.

1. megoldas. Ha y-t paraméternek tekintjiik, akkor f egy z-ben mésodfoku fiiggvény:

_y+1)2+3y2—6y+3_

f(xvy)—gy(w)—902—96(?/+1)+(y2—y+1)—(x 2 1

N (m B yTH>2 212

Ez négyzetosszeg, tehat a minimum legaldbb zérus, és az el is éretik az y = 1, x = wl —

2
szamparnal. A fiiggvénynek nincs maximuma, tetszéleges nagy értéket felvehet.

2. megoldéas. Csak a fliggvény minimumaét vizsgdljuk (maximuma nincs). Ha x és y helyére is
az abszolut értékiiket irjuk, akkor az f kifejezés értéke nem ndé, igy a minimum vizsgilatakor
feltehetd, hogy x,y > 0. Ha A = "”Tﬂ/, B = \/xy, akkor

f=4A% +2A -3B* 4+ 1=3(A% - B% + (A - 1)%

A szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenség szerint 0 < B < A, igy 0 < f és egyenléség
csak A =1és A = B esetén, azaz x = y = 1 esetén all.

3. megoldas. Feltessziik, hogy x,y > 0 (ldsd a 2.6M2. megoldast). Alkalmazzuk haromszor a
szamtani és mértani kozép kozti egyenltlenséget:
z2 + 92 y 22 +1 1+92

> xy, 5 > x, 5

> Y.

Az egyenlOség rendre x =y, x = 1 és y = 1 esetén all fenn. A harom egyenlGtlenség Osszege:
?+y +1>ay+a+y,

tehat f > 0 és az egyenléség x = y = 1 esetén teljesiil.

2.7. Hogy a négyzetesnél kisebb az azonnal latszik, hiszen a gyokjel alatt a négyzetek atlaga a
szorzattal van ,rontva.” A szdmtaninal pedig nagyobb, ugyanis négyzetreemelve:

P42y +yt  (rty)? 2’ +ay+y
4 - 4 - 3 ’

Most egyszerlisités, rendezés utan a kapott egyenldtlenség:
0 < 2? — 2zy + 12,

ami azonosan igaz. A \/A(x,y)N(x,y) kozépnél pedig kisebb. A bizonyitdshoz emeljiink kétszer
négyzetre, rendezziik az egyenlGtlenséget, ezt kapjuk:

0 < ot + 223y — 6222 + 2292 + ot = (x — v)? (2% + dzy + 1°).

Ez pedig mindig igaz.
Egyszertisithetiink a szdmoldson, ha x és y helyett t = (z+y)/2 és s = (x—y)/2 ismeretlenekre
irjuk at az egyenleteket.

2.1.
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Megoldasok 2. Egyenlotlenségek

1. megoldas. Ha {/z =X, 3y =Y, /2 = Z, akkor x + y + 2 — 3¥xyz =
=X+ Y3+ 2 -3XYZ=(X+Y+2) (X?+Y?*+ 2> - XY - YZ - ZX),

és a jobb oldalon mindkét tényez6 nemnegativ (ldsd a 2.1. feladatot )és a szorzat pontosan akkor
zérus, ha X =Y = Z.

2. megoldas. A 2.2. feladat eredményét alkalmazzuk az =, vy, z, ﬁ:;ru szamokra :

THy+z+TE oty tz
T i

azaz a bal oldal atalakitasa utan

TH+y+z 4 r+y+z
EE A

r+y+z

Innen negyedik hatvanyra emelés, majd a =

tandoé allitast.

tényezovel vald osztas utan kapjuk a bizonyi-

3. megoldas. Legyen az x, y, z pozitiv szamok atlaga S, tehat z = S+ Az, y = S + Ay,
z =58+ Az, ahol
Az + Ay + Az =0.

Ha z, y és z nem mind egyenld, akkor van koztiik az atlaguknal nagyobb és kisebb is. Legyen
pl. AzAy < 0 és tekintsiik az

=8, y =S+ Az + Ay, 2 ==z
szamhéarmast.
'y 2 —xyz = S(S+ Az + Ay)z — (S + Az)(S + Ay)z = —zAzAy > 0,

tehdt a szamok szorzata nétt. Az 2/, 2’ szdmok tovabbra is pozitivak, és v is hiszen 0 < zyz <
< 2'y'Z. Az eljarast megismételhetjiik, az y’, 2’ szdmok egyikét, és igy egyszerre mindkettst
az S atlagra cserélhetjiik, mikézben a szorzatot néveljiik. Adott Osszeg mellett tehdt a szorzat
akkor maximalis, ha a harom szam egyenlo.

2.2. Han 2-hatvéany, akkor mar bebizonyitottuk a 2.2 feladatban. Ha pedig az atlag s, és n < 2F,
akkor

k_
8:a1+a2+ +Gn:a1+a2+ +an+(2 n)SZ 21\6/0,10,2-"0/”82’67".
n 2k

Most emeljitk mindkét oldalt 2*-adik hatvanyra és egyszriisitsiink s megfelel$ hatvanysval: s >
> ajas---an, ez pedig a bizonyitandé egyendtlenség n-edik hatvanya. A bizonyitds lépéseit
ellencrizve kapjuk, hogy egyenloség csak akkor all, ha minden a; azonos.

2.3. Alkalmazzuk a szdmtani és mértani kozép kozti osszefiiggést (lasd a 2.1. feladatot) az x,
y, 1 szémokra/!

2.4. Irjuk fel a szdmtani és mértani kozép kozti egyenlétlenséget az a?, y4, 4, 4 szémokra!

4 4 44+ 4
DY S ety e = 2lell

azaz z* + y* 4+ 8 > 8xy, tehat A\ = 8 megfeleld. Mivel ilyenkor z = y = /2 esetén egyenlSség
van, igy kisebb A nem is lehet jé.

A



2. Egyenlotlenségek Megoldasok

2.5. Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozti egyenl6tlenséget az alabbi n + 1 szamra:
a, a, ..., aésb.

2.6. Ha a kivagott saroknégyzetek oldala z, akkor a térfogat (cm3-ben): V(z) = x - (30 — 2x)%.
Ez pontosan akkor maximalis, ha a ¢/4V (z) mennyiség maximélis, ami mar j6l el6 van készitve
a szamtani és mértani kozép kozti egyenlétlenség alkalmazasahoz:

4x 4 (30 — 2z) + (30 — 2x)

{4V (x) = {42 - (30 - 22) - (30 — 20) < ; = 20,

azaz V(x) < % = 2000 és egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha
4r = 30 — 2o = 30 — 2z,

azaz ha ¢ = 5.
Tehat 5 cm oldali négyzetek levagasakor lesz a doboz térfogata a legnagyobb.

2.7. Legyen a,b > 0, a + b = 3. Alkalmazhatjuk Dr. Agy mddszerét a

abp(x) = \B/(Qa —az)(b—bx)(3z +2) < (2a — ax) 4+ (b — bx) + (3 + 2) _

3
2a +b+ 2
3

felbontédsra. Olyan esetet szeretnénk, amikor lehet egyenléség is. Vagyis olyat, amikor a harom
tag egyenld. Az els6 egyenld a harmadikkal, ha = = 2=2  a maésodik egyenlS a harmadikkal,

a+3 "’
ha x = %. Ez teljestil, ha ezek egyenléek, azaz (b — 2)(a + 3) = (2a — 2)(b + 3). Rendezve és
felhasznalva a b = 3 — a egyenlSséget ezt kapjuk: a®? — 16a + 15 = 0. Ennck két megoldésa 15 és
1, ebbdl 15 nem jon széba, mert b = 3 — 15 < 0. Tehdt a = 1, b = 2 és a becslés egyenldséget
ad, ha z = 0. A kapott egyenlStleség ebben az esetben 2p(z) < (%)3 = 8, vagyis p(z) < 4,

ami x = 0 esetben egyenloséggel teljesiil.

2.8. A lokdlis széls6értékhelyek nem valtoznak, ha a konstanstagot megvaltoztatjuk. Ezért
legyen f(z) = g(z) — 3 = 2%(3 — z). Alkalmazzuk Dr Agy mddszerét (lasd 2.7 feladat), de
jelen esetben a két szorzd azonos 1/2 lesz. Legyen tehat a = 1/2, ekkor

_a2f($):ax-ax.(3_x)§ (a$+ax+3_x>3

=1,
3

a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenség szerint. Egyenléség teljesiil, ha 1/22 = 3 —x,
vagyis, ha x = 2. Tehét a g(z) fiiggvény lokalis széls6értékhelyei 0 és 2, ezekben a fliggvényérték 3
és —1. Ez valaszol c)-re. A d) feladathoz pedig azt hasznaljuk, amit mar tudunk. Egy tdblazatban
Osszefoglalva a megoldasszamokat :

y | hany darab hol
y<—1 1 r<—1
Y= — 2 r=-1,z=2
-1l<y<3 3 -1l<zr<0,0<zr<2,2<<3
y=3 2 r=0,z=3
3<y 1 3<z

2.9. Alkalmazzuk a négytagi szamtani és mértani kozép kozotti egyenlSséget :
3h3(z) = 323(4000 — 23)3 <

3 .3 — g3 23\
. <3x + (4000 x)+(4200 r°) 4 (4000 $)> — 3000
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Megoldasok 2. Egyenlotlenségek

Ezek szerint h3(z) < 3210004, vagyis h(z) < 30000. Egyenléség teljesiil, ha 3z = 4000 — 23
vagyis, ha x = 10.

2.11. Vezessiink be 1j ismeretlent: A a szamtani kézép, B a négyzetes kézép. Ekkor az egyen-
16tlenség az aldbbi formédba frhaté. (Itt n az atlag tagjainak szdma.)

VAB > \/7 WA 4 nB"
2-((3) +n)
Mindkét oldalt emeljiik négyzetre és szorozzunk n + 1-gyel.
(n+1)AB > nA* + B?,
most pedig rendeziink egy oldalra:
0<(n+1)AB —nA%? - B> = (B — A)(nA — B),

itt az elsé tényezd nem negativ, hiszen a szdmtani kézép nem nagyobb, mint a négyzetes. A
mésodik tényezé pedig pozitiv, hiszen még (nA)? > (y/nB)? is igaz.

2.1. Alakitsuk a kiilonbséget szorzatta:
a1by + agby — (a1ba + agby) = (ag — a1)(ba — by).
Itt a jobb oldal pozitiv.

2.2. Ha egy cserét csinalunk az indexeknél, akkor alkalmazhatjuk az el6z6 2.1 feladatot. Ezek
szerint akkor csdkken az 6szeg, ha kisebbet szorzunk nagyobbal. Az 6sszehasonlitdsok eredménye

S| S12 | 521 ) 523 Minden elem

(sij-vel jelolve a feladat szovegében az i-dik sor j-dik tagjat): o | s
13 | S22

nagyobb a tole jobbra levo oszlopok elemeinél.

2.3. A korabbi 2.1 feladat miatt, ha egy indexpar két tagja nem egyezik, akkor kicserélve Oket az
osszeg nem csokken. Igy egyesével elérhetd, hogy minden indexpér azonosakbél alljon, barmibél
is indultunk ki. Vagyis a legnagyobb tényleg a1by + a2bs + ... + a,b,. Hasonléan minden Gsszeg
novelés nélkiil atvalthaté a forditott sorrendiivé, vagyit tényleg aib, + asb,_1 + ... + axb1 a
legkisebb.

2.4. a) Alkalmazzuk az (a1, a2, as,a4), (a1, a2, as,aq) szamsorozatokra a rendezési egyenl6tlen-
séget (2.4. feladat)! Nem tudjuk az elemek nagysigrendi sorrendjét, de ha mindegyik elemet
onmagaval (a masik sorozatban szeerpld parjaval) szorozzuk, akkor a legnagyobb a legnagyob-
bal, a masodik legnagyobb a méasodik legnagyobbal stb lesz Osszeszorozva, igy

a% + a% + ag + ai > aiayq + asas + agas + aga; = 2(ayaq + azas).

b) Az a1 =1, ag = 2, ag = 4, a4 = 8 példdban a bal oldal a nagyobb, mig az a; = 1, as = 8,
a3z = 4, a4 = 2 kiosztasnal a jobb.

2.5.
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2. Egyenlotlenségek Megoldasok

1. megoldas. Alkalmazni fogjuk a rendezési egyenl6tlenséget (2.4. feladat) az (aq, ag, as, aq, as),

(L, L L L) szamsorozatokra. E két sorozat ebben a felsorolasban nagysig szerint ellenkez6en
a1’ a2’ az’ a4

van rendezve (ha a; a legkisebb az els6ben, akkor a% a legnagyobb a mdasodikban stb), igy a
szorzatosszegek koziil
1 1 1
al-—+a2-—+...+a5-—:5
aq a9 as

a legkisebb, az

szorzatosseg legalabb ekkora.

2. megoldas. Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozti egyenl6tlenséget az 4+, 92 4

a2’ a3z’ aq’
24 " 95 gzdmokra!
as’ ay

al az as a4 as
as + as + aq + as + a5 ap a2 az a4 as
5 - az a3 a4 a5 Qi

amibol atszorzéassal kapjuk a bizonyitandé allitast.

2.1. Akkor lesz legkisebb a keriilet, ha a haromszog (az adott alappal tekintve) egynelészaru.
Ennek bizonyitasashoz vegyiink fel egy BC alapot. A lehetséges harmadik csticspont a BC
oldalegyenessel parhuzamos, attél az adott m tavolsdgban 1évé e egyenesen van. (Szimmetria
miatt elegendd a szébajové két parhuzamos egyenes koziil csak az egyiket tekinteni.) Legyen a
BC felezémerdlegesének és e-nek metszéspontja A, és legyen az e egyenes egy A-tdl kiillonb6z6
pontja D. Az allitas bizonyitdsdhoz elegend6 igazolni, hogy AB + AC' < DB + DC.

Tikrozziik C-t A-ra, igy kapjuk az F pontot. Mivel A rajta van a BC felezémerélegesén,
igy a BCOEA derékszogl cstcsa B. A tiikkrozés miatt AB + AC = AE + AC = EC és DB +
+ DC = DE + DC > EC, ahol a szigoru egyenl6tlenség amiatt van, mert D nem pontja a CE
szakasznak. A bizonyitast befejeztiik.

2.1. Irjuk fel az aldbbi hasznos egyenl8séget :
(a + a3) (b + b3) = (a1by + azbz)® + (a1bs — azby)*.

Ebbdl azonnal latszik, hogy a keresett Osszeg legfeljebb 1 és egyenlGség csak akkor lehet, ha
albg = a2b1.

2.2. Tegyiik fel, hogy van olyan b;, amely nem 0. Ha mind 0, akkor mincs mit bizonyitani.
Legyen ) tetszoleges valds szam, ekkor taljesiil az alabbi egyenlGtlenség:

(a1 — Ab1)? 4 (ag — Ab2)? + -+ + (an — Ab,)? > 0. (2)

Ha felbontjuk a zardjeleket, olyan maéasodfokiul egyenletet kapunk, amely mindig nemnegativ.
Ezért a diszkrimindnsa nem lehet pozitiv. Az egyenlétlenség és utana a diszkriminéns:

N2 4+ 02) = 2(a1by + -+ apbp) A+ (a2 + - +a2) > 0.

0< D/4=(a1hy + -+ anby)? — (B3 + - +b2) (a2 + - + a2),

ez pont a bizonyitandé egyenlotlenség négyzete.

Egyenldség csak akkor teljesiil, ha a diszkriminans 0, azaz, ha a (2) egyenl6tlenségben egyen-
16ség is allhat. Ez viszont csak gy lehet, ha ay : by = ag : by = --- = ay, : b,. (Ugy értve, hogy
ha b; = 0, akkor a; = 0 is.) Ez persze csak akkor igaz, ha valamelyik b; # 0. Ha mindegyik 0,
akkor az egyenloség automatikusan teljesiil.
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Megoldasok 2. Egyenlotlenségek

2.3. Alkalmazzuk a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenséget (lasd a 2.2. feladatot) az

( 1 1 1 ) ( 1 1 1 )
=y =y = —F=T1, =22, —=T
V2 V376 V2 BTG
sorozatokra!

2.4.

1. megoldas. Alkalmazzuk a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenséget (14sd a 2.2. fe-
ladatot) az

(VAar +1,vAa, +1,VIas +1),  (1,1,1)

sorozatokra!

Vvdar +1-1++vV4das+1-1++vV4daz+1-1<
< /(a1 +1 +4as + 1 +4az + (1 +1+1) =7 3.

A CBS egyenlétlenségben az egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha /4a; +1 = /das +1 =
= /4a3 + 1, tehat az a1 + a9 + a3 = 1 feltétel mellett pontosan akkor, ha a1 = as = ag = %
2. megoldas. Alkalmazzuk a szamtani és négyzetes kozép kozti egyenlétlenséget harom szamra,
a 4dai + 1, \/das + 1, v/4a3 + 1 szamokra (lasd a 2.1. feladatot):

Viar + 1+ 4ag + 1+ 4az +1 < \/4a1—|—1+4a2—|—1+4a3+1 T
3 - 3 3
Ebbdl 3-mal dtszorozva kapjuk az allitast. A szdmtani és négyzetes kozép kozti egyenlétlenségben
az egyenlOség pontosan akkor teljestl, ha \/4a; + 1 = \/4as + 1 = v/4az + 1, tehdt ha a1 = as =
1

=a3 = 3.
2.5. Hozzuk a két oldalt k6zos nevezére és haonlitsuk Ossze a szamlalokat:
(a+b)’zy < (z +y)(a’y + b*z).
Felbontva a zardjeleket és O-ra rendezve:
0 < a’y? — 2abxy + b*2? = (ay — bx)?,
ami teljesiil. Egyenléség csak a/x = b/y esetén fordulhat eld.

2.6. Alkalmazzuk a 2.5 feladatot mint indukciés 1épést és mint kezddSlépést is. Egyenléséget
pontosan akkor kapunk, ha a;/z1 = ... = as/xs.

2.7. Tegiik fel, hogy a 2.6 feladat egyenlGtlenségét mar bebizonyitottuk. Ebbdl levezetjitk a 2.2
feladat egyenl6tlenségét. Legyenek tehat aq,...,a, és bi,..., b, adottak. Legyen y; = a;b; és
legyen z; = b?. Ekkor a fenti 2.6 feladatbeli egyenldtlenség (y;-vel a; helyett) pontosan a Cauchy-
Schwarz-Bunyakovszkij egyenlGtlenséget adja.

Forditva, tegyiik fel, hogy a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenlStlenséget ismerjiik. A fenti
2.6 feladatbeli egyenlStlenségben adott szamokbdl készitsiik el a p; = a;/x; és ¢; = x; szdmokat,
ezekkel felirva a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenlétlenséget lényegében pont a keresett
egyenlotlenséget kapjuk.
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2. Egyenlotlenségek Megoldasok

2.8. Tekintsiik azt a paralelogrammat, amelynek csiicsai
O;0—y),  (asb),  (a—mz2b),  (—z;2b—y).

Ennek két oldalvektora: (a;y) és (—z;b), igy teriilete legfeljebb az oldalak szorzata:

T < \/(a? +42) - (02 + 22).

Miésrészt a paralelogramma atdarabolhaté a kétfajta téglalapba, a két parkettalapba (ldsd a 2.
abrat), igy teriilete:
T=a-b+z-y.

N\
N
/
/

2.8M.2. 4bra.

2.9. Alkalmazzuk a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenséget (2.2 feladat) az

(\/@1p1,/a2D2, - - - ,\/AnDn) (v/a1p1,v/a2p2, - - -, \/anDn)

sorozatokra:

(a1p1 + agpa + -+ + appn)(b1p1 + bapa + - -+ + bppn) >
> (Varbipr + -+ Vanbapn)? > (01 +p2 + -+ pp)? = 1

2.10. Kétszer kell alkalmazni a ,kétkomponensii” Cauchy-Schwarz-Bunyakovszij egyenlétlen-

séget :
(Cabier)” < (abi) (o) < (i) (008) (Xeh).
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Megoldasok 2. Egyenlotlenségek

2.1. A konvexitas azt jelenti, hogy tetszlleges 0 < s < 1 esetén minden z1,xo valds szamra
sf(z1) + (1 — 8)f(xg) > f(sx1 + (1 — s)xa). Ez a mi f(z) = 2? fiiggvényiink esetén azt jelent,

hogy

x3 4+ s(2? — 23) > s3(2? + 23 — 2x120) + (22120 — 223) + 3.

Ezt egy oldalra rendezve s hatvanyai szerint csoportositva

2 2

0> s%(xy — 2)? — s(x1 — 2)% = s5(s — 1) (w1 — 22),

ez pedig igaz, hiszen 0 < s < 1.
Igy Jensen tétele szerint ez minden n-szog silypontjara is igaz. Vagyis

fla) + flag) +--- + flan) >f(a1+a2+"'+an

n n

).
Ez pedig pont a b) igazolandé allitésa.

2.2. A konvexitas azt jelenti, hogy tetszéleges 0 < s < 1 esetén minden z1,xo pozitiv szamra
sf(z1) + (1 —s)f(x2) > f(sz1+ (1 — s)xe). Ez ami f(x) = 1/x figgvényiink esetén azt jelent,
hogy

1/xo +s(1/z1 — 1/x9) > 1/(s(x1 — x2) + x2).

A pozitiv z1xa(s(x1 — x2) + x2) kifejezéssel szorozva
sx% — sw1x9 + x129 + (22 — 1) (s(21 — X2) + T2) > X1 XA,
Atrendezve, s hatvanyai szerint csoportositva
0> s%(x1 — x2)? — s(x] — x9)% = s(s — 1) (21 — x2)?,

ez pedig igaz, hiszen 0 < s < 1.
Igy Jensen tétele szerint ez minden n-szog sulypontjara is igaz. Vagyis

flar) + flaz) +--- + f(an) >f(a1+a2+"'+an
n B n

).
Ez pedig pont a b) igazolandé allitésa.
2.3. Az f(x) = 2" fiiggvény konvexitdsa ezt jelenti.
2.1.
1. megoldas. Vegyiik észre, hogy a vizsgalt kifejezés kétszerese igy irhato:
22?3 4 25 + 23 — 2129 — Tox3 — x371) = (T1 — T2)? + (2o — 23)% + (23 — 21)%,
ami tényleg nemnegativ és pontosan akkor zérus, ha z; = x5 = z3.

2. megoldas. Feltehetd, hogy a szamok nemnegativak, mert ha mindegyiket az abszolatértékére
cseréljiik, akkor a vizsgalt kifejezés értéke nem né. Haromszor alkalmazzuk a szamtani és mértani
kozép kozti Osszefliggést :

at + 73 3 + 73 a3 + ot
> r1x2, > Tox3,

> r3a1.
A harom egyenl6tlenség Osszege adja a bizonyitandd allitdst. Az egyenl6ség pontosan akkor

teljestl, ha mind a harom egyenlétlenségben teljestl, tehat ha az Gsszes szam egyenl6. Akkor is
teljesiil az egyenl6ség, ha mind a harom szam negativ.
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2. Egyenlotlenségek Megoldasok

3. megoldas. Alkalmazzuk a Rendezési tételt (lasd a 2.3. feladatot) az (x1, x2,x3), (1,22, x3)
sorozatokra! Ezek igy egyforman rendezettek, nem tigy, mint a (21, x2, x3), (x2, 3, 1) sorozatok,
tehat

x% + CC% + x% > x1x9 + x2x3 + T321.

4. megoldas. Alkalmazzuk a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenldtlenséget (lasd a 2.2. fe-
ladatot) az (z1,z2,23), (2, x3,x1) sorozatokra!

1T + Taxz + 321 < \/(:c% + 23 + x3) (23 + 23 + 2}) = 23 + 23 + 23

5. megoldéas. (Kiss Ddra)

Feltehetd, hogy a szamok nemnegativak és hogy nagysdgrendi sorrendjik z1 < xo < x3. Az 1.
abrdn egymas mellé helyeztiink egy-egy x1, xo és x3 oldalii négyzetet, vonalazéssal jeloltiink
egy-egy x1 X Tg és xo X xg méretii téglalapot az xs illetve az x3 oldali négyzet belsejében. Az
x3 X r1 méretil vilagossziirke téglalapot harom részre daraboltuk. Alsé része az x1 oldalt négyzet,
egy-egy tovabbi részét pedig betoltuk az x illetve az x3 oldali négyzet belsejébe az abra szerint.
Ezekbdl a négyzetekbdl 1 < x illetve 1 < 3 esetén még egy-egy kis rész kimarad, tehat a
szorzatosszeg legfeljebb akkora, mint a négyzetosszeg. Egyenléség akkor van, ha xz1 = xz9 és
xr1 = T3, azaz mind a harom szam egyenlo.

xy x2 x3

2.1M5.1. abra.

6. megoldas. A 2.1Mb. megoldas abrdja alapjan felirhaté egy Gsszefliiggés, ami algebrailag
kénnyen igazolhato:

1‘% + 1‘% + .%'g — T1T9 — ToX3 — T3L1 = (1‘2 — .%'1)2 + (.%'3 — 1‘2)(1‘3 — .%'1). (1)

Ha x1, x9 és x3 koziil x3 a legnagyobb, akkor (1) igazolja is az allitast, hiszen ilyenkor (1) jobb
oldala nemnegativ. Ha nem x3 a legnagyobb, akkor (1) jobb oldaldra a

(w3 — 22)” + (21 — @3) (21 — T2), (w1 — 23)” + (22 — 1) (32 — 73)
kifejezések egyikét irjuk és 1jbdl hasznalhaté az elézé gondolatmenet.
2.2,

1. megoldas. Alkalmazzuk a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlStlenséget (2.2 feladat) a

1 1 1
(a1,a2,...,a,) <—,—,...,—>

al ag A,

sorozatokra:

11 1 1 1 1\2
(ar+as+...+ay) |—+—+...+— | > a1—+as—+...+a,— | =n".
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Megoldasok 2. Egyenlotlenségek

2. megoldas. Bontsuk fel a
1 1 1
(a1 4+as+...+ap) (—+—+...+ —

szorzatot n darab

1 1 1
ay + a9 +...+ap—

(1) QAr(2) QrN
tipust szorzat-Osszegre. Ezek mindegyike a Sziics Adolf egyenl6tlenség miatt (2.3 feladat) legaldbb
n, igy az 6sszegiik legaldbb n?. (A felbontdsban szereplé n darab permutéciét nem nehéz kivalasz-
tani. Definidljuk példdul a ,,+i” permutédciét {gy: ha 7 a ,+i” permutécid, akkor w(j) = j + @
vagy j + i — n, attol figgden, hogy melyik esik 1 és n kozé. Ezzel a jeloléssel a megoldasbeli n
permutéci6 legyen a ,+07, 417 etc ,+(n —1).”)

2.3. Mivel pozitiv sziamharmasok esetén (a2, b?,c?) és (a, b, ¢) ugyantigy vannak rendezve, ezért
a II. allitds azonnali kovetkezménye a Sziics Adolf egyenlétlenségnek (2.3 feladat).

2.4. Feltehetjiik, hogy a < b < césigya+b < a+c < b+ ¢, amibdl ch < a%rc < a%rb‘
Alkalmazzuk a rendezési egyenlGtlenséget kétszer is:

a b c b c a
+ + > + + ;
b+c c¢c+a a+b " b+ec c+a a+b

a b c c a b
+ + > + + .
b+c c+a a+b b+c c+a a+d
A fenti két egyenl6tlenség Osszegének fele épp a bizonyitando allitast adja.

2.5. Mivel pozitiv szimharmasok esetén (ab, ac,bc) és (1/¢,1/b,1/a) forditva vannak rendezve,
ezért az a) allitds azonnali kovetkezménye a Szlics Adolf egyenlétlenségnek (2.3 feladat).

A a) egyenl6tlenségnél ugyanigy az (a/b,b/c,c/a) és (a/b,b/c,c/a) sorozat(ok) azonos ren-
dezettségét kell hasznalni. (Az egyenétlenség jobb oldala igy all el6: a/b-b/c+b/c-c/a+c/a-a/b.

2.6. Alkalmazzuk a szdmtani és négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenséget :

1 1 | 2 1 1 |
TLa?:\/ﬁ\/ /9 + /9+10 t1/9+a? | o1/3 /3+10 +1/3+a

Ezt mindharom tagra alkalmazva, majd 6sszeadva ezt kapjuk:

\/1+a2+\/1+b2+\/1+02279+%+C=\/E.

Egyenldség teljesiil, ha a = b=c¢=1/3.

2.7. El6szor azt igazoljuk, hogy 0 < p, ¢ < 1 szdmok esetén ha p + ¢ éallando, akkor (1/p —
—1)(1/q—1) és (1/p+1)(1/q+1) is annél nagyobb, minél nagyobb a |p—g| kiilénbség. Ebb&l mér
kovetkezik, hogy mindkét egyenlStlenségnek a = b = ¢ = 1/3 esetén van minimuma. Ugyanis
tekintsik a > b > ¢ kozil a-t és c-t, mivel a > 1/3 > ¢, igy a kiilonbségiik csokkentése és
osszegiik allanddan tartdsa mellett a kérdéses szorzat is csokken, mikézben az egyikiik 1/3 lesz.
Ez megismételhet6 a masik kettével, igy kapjuk, hogy a minimumot akkor érjiik (és csak akkor
érjiik) el, ha a harom szam egyenlé.
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2. Egyenlotlenségek Megoldasok

Vezesstik be a t = (p+ q)/2 és az x = (p — q)/2 ismeretleneket, ezek segitségével p = t +
+x, g =t — x. Irjuk fel a kérdéses szorzatot:(e = +1 attdl fliggéen, hogy melyik szorzatrél van
sz0)

1 1 1 1 (I+et+ex)(1+ et —ex)
<p+e><q+e> = (G teG 9= 2 22 -
142t +t2—2® 14 2et
N 2 — x2 _1+t2—x2'
Itt a szdmlalé mindenképpen nemnegativ, hiszen még e = —1 esetbenis 1 -2t =1—p—q > 0. A

nevez6 pedig annél kisebb, minél nagyobb a kiilonbség. Vagyis az eredeti szorzat tényleg annél
nagyobb, minél nagyobb a kiilonbség.

2.8. Bontsuk fel n!-t n/2 darab szorzatra: n! = (1-n)(2-(n—1))--- (k)(n+1—k) --- Az utols6
tényez6 n/2(n/2 + 1), ha n paros, illetve (n + 1)/2, ha n péaratlan.
A becslésekhez azt kellene beldtni, hogy minden k-ra

(n;—l) <k(n+1-k)< (”‘;1>2.

(Kell, hogy ez még k = (n + 1)/2 esetén is teljesiiljon, ha n paratlan.)

Az alsé azért teljesiil, mert a két tényezé kozil a nagyobbik biztosan legaldbb (n 4+ 1)/2, a
kisebbik pedig legaldbb 1 (még akkor is, ha csak egy tényez6 van). A f6ls6 pedig azért, mert a
szamtani és mértani kozpek kozotti egyenlotlenség szerint egy szorzat kisebb a tényezok atlaga
négyzeténél. Marpedig a két itteni tényezd Osszege n + 1.

2.9. Vilagos, hogy egyenlOség teljesiil, ha a tortek nevezoi megegyeznek. Tegyiik fel tehat, hogy
b < d. Szorozzuk mindkét oldalt bd(b + d)-vel és rendezziink egy oldalra:

ad® + cb* — (a + ¢)bd > 0.

Itt kiemelhet6 d — b, vagyis 0 < (d — b)(ad — bc) akkor teljesiil, ha ad > be, azaz ha a/b > c¢/d,
ahogy a feladat allitotta.

2.10. Nincs minimaélis érték, a 2-nél nagyobb szamok mind elérheték, maga a 2 nem.

Osszuk két részre a torteket. Az egyikben a paratlan indexli szamlalok, a masikba a parosak
keriilnek. Az elsé Gsszeget alulrdl becsli, ha minden nevezdt a paratlan indexil a;-k Osszegével
helyettesitiink. Ekkor a kézos nevezo miatt el is végezhetjiik az 0sszeadéast. Hasonléan eljarva a
masik Osszeggel, a keresett S Osszegre az alabbi alsé becslést kapjuk:

a1 +az +--- + a7 a2+a3+“'+a2008>2
ag+az+---+axos a1 +az+---+agor

Ugyesen valasztva az a; szamokat elérhetd, hogy két tort értéke 1+ 1/n%-nél kisebb, a tobbi
1/n%-nél kisebb legyen. Igy az ésszeg 2 + 1/n-nél kisebb lesz.

2.11. Legyen n > 4, ekkor n > 2 + % Indukciéval bizonyituk, hogy ilyen n-ekre teljesiil az
egyenl6tlenség. Egyrészt 52 = 25 < 32 = 2°, mésrészt ha n-re mar tudjuk az allitdst, akkor
2t =2.9n > 2% > 2424+ L) =nP+2n+1=(n+1)>%
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Megoldasok 3. Polinomok

2.12. El6zor bebizonyitjuk, hogy van olyan zg egész, amelynél nagyobb z-ek esetén mar igaz
az allitds az n = kx alakl szamokra. Legyen tehdt n = kx, ekkor nF < 2F%-nek vehetjiik a
k-adik gyokét: kx < 2* =14 x4+ (5) +---+ (}) a Newton-féle binomialis tétel miatt. Teljesiil az
egyenlotlenség, hax > 2és kr < 14+x+ “”22”. Ez pedig igaz, ha x > 2k — 1. Vagyis g = 2k — 1
j6 korlat.

Ha viszont n méar jo, akkor n + 1 is j6 lesz, hiszen megint a binomialis tétel miatt

(n+1)f/mF = 1+(T)/n—i—<§>/n2+---+1/nk<1+k/n+k2/n2+---—

= ! =1+ i <2
o1k n—Fk "

ha n > 2k. Ekkor tehéat (n 4+ 1)% < 2nk < 2.2k = 2k+1,
Vagyis az egyenlétlenség teljesiil, ha n > 2k? — k.

2.13. Legyen p(z) foka k. Ha k = 0, akkor p(x) allandd, azt kell bizonyitani, hogy 2™ minden
hataron tal né. Ez igaz.

Tegyiik most fel, hogy minden k-ndl kisebb fokt polinomra igaz az allitas. Tekintsiik a ¢(z) =
= p(z) — p(x — 1) kilonbségpolinomot. Ennek foka k — 1 (lasd 3.1 feladat). Indukcié miatt
q(n) < 2" ha n elég nagy. Vagyis p(n) — 2" — (p(n — 1) — 2"71) < 27 — 27 4 on=1 — on—1
Ezek szerint még ha p(n) > 2", akkor is a p(n) — 2" kilonbség minden n — n + 1 1épésben
legaldbb 1-gyel csokken. Igy legfeljebb p(n) lépésben megfordul a relacié. Azaz (ha ng jeldli azt
a legkisebb n-et, ahonnan kezdve ¢(n) < 2") p(n) < 2" ha n > ng + p(no).

Ez 4j bizonyitéast ad a 2.12 feladatra is, hiszen p(x) = 2* is polinom. De az indukciéhoz ilyen
altalanossagban volt érdemes megfogalmazni a feladatot.

3. Polinomok

2
3.1. Kezd§ lépés: a® + a% = (a + é) — 2. Az indukciés 1épés haszndlja az indukcids feltevést

n-re és (n —1)-re is: a" ' + —L7 = (a - é) (a” + a%) — (a”_l + anl—l).

3.2. (v—af3)®=2"+a2’ + Su+ &

3.3. Az y =1x+2 (a = —2) helyettesités lesz j6, mivel y> = 23 + 622 + 122 + 8 egy fiist alatt
megadja az x2-es tagot is. Marad a polinombdl —13z — 5 = —13y + 21. Vagyis 23 + 622 — z +
+3=93—13y+21=0.

3.4. A legmagasabb foku tagtdl a legalacsonyabb felé haladva egyenként megkapjuk az egytit-
thatékat. A végeredmény 2(z — 5)% — 3(z — 5)2 + (x — 5) — 3.

3.5. Behelyettesitve 3-at 234 4 27a-t kapunk. Ez pontosan akkor 0, ha a = —?. (Ez persze
ugyanaz, mint a 3.6 feladat.)

3.6. Kiemelés utdn 22° —32* + a2® — 22+ 32 — 9 = (v — 3)(22* + 32% + (9 + @)z + (26 + 3a)x +
+ (81 4 9a)) + 243 + 27a. Emiatt a = —%. (Ez persze ugyanaz, mint a 3.5 feladat.)

3.7. Az elsé tag a hanyadosban %, ezzel visszaszorozva z7 + x*-t kapunk, ezt kivonva az ere-
detib6l —z* 4+ 1 marad. Ennek tovabb csokkenthetjiik a fokat, ha —a-et vesziink még a hanya-
dosba, ezzel visszaszorozva —x* — x-et kapunk. Ezt kivonva az eredetib8l = + 1 marad, ez mar
nem csokkentheté foki, igy ez a maradék. A végeredmény: 27 +1 = (22 +1)(z* —2) + = + 1.
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3. Polinomok Megoldasok

3.8. Példaul ilyen a 3z + 1, 2 + 1 par. Az a fontos, hogy a féegyiitthaté ne legyen +1.

3.9. Elég az osztds minden lépésére ezt beldtni, hiszen véges sok 1épésbdl all. Ha az osztantd
p(z) polinom fétagja ax™, az oszté g(x) polinom fétegja pedig 2, akkor az osztés soronkovetkezd
1épésében a hanyadosba ax™*-t kell venni. Ez egészegyiitthatés és a maradék p(z) — az™ *q(x)
kiilonbség mindkét tagja egészegyiitthatos.

3.1. Figyeljiik meg, hogy x —1 minden tobbszorosében az egyiitthatdosszeg 0, hiszen amit z-szel
megszorozva kapunk, annal egyel kisebb fokut elentétes el6jellel megkapunk —1-gyel szorozva is.

Forditva a polinom fokszdmara vonatkozd indukciéval bizonyitunk. Ha ez 0, akkor a polinom
konstans, de a feltétel miatt csak azonosan 0 lehet. Ha viszont p(x) polinom foka n > 1 és a
féegyiitthatéja a, akkor p(x) —az™ !(z — 1) alacsonyabb foki, de az egyiitthatédsszeg a-val nott
is és csdkkent is, tehat tovabbra is 0. Emiatt p(z) — az™ !(x — 1) = ¢(x)(z — 1) az indukcids
feltevés miatt. Tehdt p(z) = (¢(z) + az™ 1) (x — 1), ahogy &llitottuk.

3.2.

1. megoldas. Legyen p(x) tetszéleges polinom. Mivel a-z™ — a-y™-bdl x — y kiemelhetd, ezért a
tagonként tekintett p(x) —p(y) kiillonbségbél  —y kiemelhets. Ha most y = a, akkor azt kapjuk,
hogy p(x) — p(a)-bdl z — a kiemelhets. Ebbél azonnal latszik, hogy pontosan akkor p(a) = 0, ha
p(x)-bdl  — a kiemelhetd.

2. megoldas. Legyen a kérdéses polinom p(x). Ha x — a kiemelhetd, azaz p(z) = q(z)(z — a),
akkor p(a) = ¢(a)(a —a) = 0.

Forditva a polinom fokszaméara vonatkozo indukciéval bizonyithatunk, ldsd a 3.1 feladatot. De
most mas utat vdlasztunk. Azt akarjuk bizonyitani, hogy ha p(a) = 0, akkor = — a kiemelheté.
Osszuk p(z)-et maradékosan = — a-val: p(x) = q(z)(x — a) + r(z). Mivel r(z)-b8l mar nem
emelheté ki  — a, igy r(z) foka kisebb, mint 1, vagyis konstans. Helyettesitsiink be a-t mindkét
oldalba 0 = p(a) = ¢(a)(a — a) + r(a) = 0+ r(a), vagyis r(z) konstans 0, és pont ezt akartuk
bizonyitani. Azt kaptuk, hogy éltaldban x — a-val osztva egy polinomot, a maradék p(a).

3.3. Az a), b) és c) esetben is ugyanazt a moddszert alkalmazzuk, mint a 3.2 feladat bi-
zonyitasaban. Hasznaljuk az

"=yt =(x—y) @ 2" Py 42"y (1)

felbontast. Emiatt minden p(z) = az™ tipusi polinom esetén p(x) — p(a)-bdl ki tudjuk emelni
x — a-t. De mivel minden polinom ilyenek Gsszege, ezért az allitds minden polinomra igaz.

Ezek szerint arra volt sziikség a kiemeléshez, hogy teljestiljon a fenti (1) egyenléség és sz-
abadon lehessen szorozni, illetve 6sszeadni, kivonni. Ezek minden kozépiskolaban ismert, szoka-
sos szamkorben teljesiilnek. Kivételt csak az olyan konstrukcidk jelentenek, mint példaul a ,,paros
szamok”, a ,,pozitiv egészek” vagy az ,irracionalis szamok.” Ezekben a szamkorokben a fenti al-
litds nem igaz, mas-mas okbol.

3.4. A 3.2 feladat szerint p(x) = (xr—a)r(x) felirhaté. Ha r(x)-nek is gyoke b, akkor ugyanemiatt
kész vagyunk. De r(b) = p(b)/(a — b) = 0 irhatd, mivel a — b # 0.

3.5. Elészor is a gyoktényez6 kiemelhetd, hiszen = — a kiemeléséhez osztasra nincs sziikség (1asd
a 3.9 feladatot). A hényadospolinom egyiitthatoit is osztas nélkiil kaptuk meg. Tehat felirhaté
a p(x) = (x — a)r(z) alak. Ha r(x)-nek is gyoke b, akkor kész vagyunk. De p(b) = (a — b)r(b),
csak ugy lehet 0, ha r(b) = 0, mivel a — b # 0.

A7



Megoldasok 3. Polinomok

3.6. Az allitast m-re vonatkozd indukciéval igazoljuk. Ha n = 0, akkor a polinom konstans,
de nem azonosan 0, tehat nincs gyoke, ahogy allitottuk. Tegyiik fel, hogy n > 0 és legfeljebb
n-edfokt polinomokra az allitds igaz. Ha p(z)-nek a gyoke, akkor kiemelhetd beléle x — a és a
hanyadospolinomnak, ¢(z)-nek az indukcié miatt mar legfeljebb n — 1 gyoke lehet. De ha b # a
gyoke p(z)-nek, akkor 0 = p(b) = (b — a)q(b) miatt b gyoke g(z)-nek. Vagyis legfeljebb n — 1
ilyen b van, a-val egyiitt legfeljebb n darab gyok.

3.7. Az elsé tipust felirdshoz 4 + 3 4+ 2 + 1 szorzas és még 4 Osszeadds, a Horner elrendezéshez
4 szorzds és 4 Osszeadas kell. Altaldban egy n-edfokt polinoméhoz (";rl)
a Horner elrendezéshez n szorzéas és n 0sszeadés.

szorzas és n Osszeadas,

3.8. Az utolsé elem a maradék, ami pont h(3), hiszen a behelyettesitésnek (((2-3—5)3 —5)3+
+ 4)3 + 7 az eredménye. Az elétte levé egytitthatok pedig g(x) egyutthatéi. Ezt tgy tudjuk
ellenérizni, hogy ha ezt a polinomot megszorzom 3-mal, akkor pont az alatta 1évé sort kapom
meg. Tehat g(x)x — g(x)3-at tgy kell kiszamolni, hogy a mésodik sor minden elemébdl ki kell
vonni a harmadik sor egyel elorébb 1évé elemét. De ez a sorok kiszamitasi modja miatt pont
p(z) egyiitthatdit allitja eld.

3.9. A Horner-elrendezéses szamolas eredménye:

12 -4 —21 -2 3
“1 12 =16 -5 3 0
~12 16 5 -3
—1/2 12 =22 6 0
-6 11 3
/3] 12 —18 0
4 -6
32 12 0
18

A polinom kapott szorzatalakja 12(x — 3/2)(x — 1/3)(x + 1/2)(z + 1).

3.10. Legyen o = p/q a kérdéses raciondlis szam. Egész szdam hozzdaddsdval és raciondlis a
szammal val6 szorzassal amikor eloszor kapunk valédi nevezot, az mindenképpen ¢ egy osztdja
lesz. Ez az oszt6d osztani fog minden tovabbi nevezét, hiszen egész hozzdadasa nem valtoztat
a nevezén, p/q-val valé szorzas sordn pedig semmiképpen nem egyszertisodik ki, hiszen p-hez
reladiv prim.

3.11. A gz —p kiemelhetdségéhez az kell, hogy a Horner elrendezés méasodik soraban all6 szamok
oszthatéak legyenek g¢-val. De ez teljesiil, hiszen a harmadik sorban is egész szdmok allnak,
marpedig ezeket p/g-val val6 szorzéassal kaptuk, ahol p és ¢ relativ primek.

3.1. Ha a egész gyok, akkor a|10, hiszen minden més tagjit osztja az a® + 8a? + 17a + 10 =
= 0 Osszegnek. Ezeket az osztokat ellendrizve (a pozitiv egyiitthaték miatt csak negativ gyokok
lehetnek) az aldbbi szorzatalakot kapjuk: (z + 1)(z + 2)(z + 5).

3.2. Eloszor az egyenloséget oldjuk meg. Keressiink egész gyokot, hogy kiemeléssel csokkentsiik
a fokszdmot. A szébajové egészek osztjdk 3-at, ellendrizve a lehetséges osztokat ezt kapjuk: (x —
— 1) (x — 3)(2? + 4+ 1) > 0. Itt az utolsé tényezd mindig pozitiv, vagyis a megoldas: » < 1,
illetve 3 < x.

3.3. ElGszor keressiink egész gyokoket. Csak 180 osztéi jonnek szdba, ezeket sorban ellendrizziik.
(Ha egyet taldlunk, akkor ki is emeljiik a gyoktényezét, hogy egyszertisitsiik a szamolast.) Igy
kapjuk, hogy a megolasok: —5; —3; 3; 4.

AR



3. Polinomok Megoldasok

3.4. Ha 0 = f(p/q)-t kifejtjik, majd mindkét oldalt ¢™-nel szorozzuk, az alabbi egyenletet

kapjuk:
0=aoq" +aipq" ' + asp?q" 2+ -+ an_1p" g+ anp™.

Itt az utolsot kivéve minden tag oszthatd g-val, igy az utolsé is. A relativ primség miatt csak
an, lehet oszthatd vele. Hasonléan az elsét kivéve minden tag oszthato p-vel, igy az elsé is. De a
relativ primség miatt ag kell p-tobbszoros legyen.

3.5. Ha tudjuk, hogy valami k-tél fliggetleniil gyok, akkor k egy alkalmas értéke esetén is gyok
lesz, pl k = 11 esetén. Ekkor a konstanstag —1, vagyis ennek osztdja, azaz £1 jon csak szoba.
Ezeket ellendrizve tényleg gyokoket kapunk. A kapott szorzatalak: (z+1)(z—1)(z? — (k+3)x —
— (k — 12). A mésodfoku tényezdnek akkor van valés gyoke, ha a diszkrimindnsa nemnegativ,
azaz 0 < (k+3)2+4(k —12) = k% + 10k — 39. Ez akkor teljesiil, ha k nem esik ezen 1ij masodfoku
egyenlGtlenség két gyoke kozé. Vagyis ha k < —13, illetve 3 < k.

3.6. Alkalmazva a {/z = y helyettesitést, a kapott harmadfoki egyenlet 2y3 — 3% — 2y +1, ennek
keressiik el6szor egész gyokét. Széba jon +1, ellendrizve mindkettd jé, a hdrom gyok —1; 1/2; 1.
Ezeket visszairva 1 = 1, x9 = 1/64. (/x = —1 lehetetlen.)

3.1. Mivel 22 + pr + ¢ = (v — z1)(x — z2)(x — 23) = 2% — (v1 + 22 + 23)2° + (v122 + 123 +
+ xox3)T — T1T2T3, 18y T1 + T2 + 23 = 0, T1x9 + X123 + Toxg = p és T1T2x3 = —q.

3.2. Hasznaljuk a Vieta formuldkat (3.1 feladat) és megprébaljuk a keresett hatvanyosszeget
ezekkel kifejezni.

x‘r{ + xg + xg =
— 4, 4 4
= (z1+ 22+ x3)(2] + 25 + a3) —
4 4 4 4 4 4

= 0—(z 3 3 3 3 3 3

— 1+ 29+ 563)(%1%2 + T1x3 + Lol + ToX3 + 31 + x3x2) +
+(z}73 + 2373 + 2375 + 2373 + 2375 + 2373) +
+2(23zoxs + 232123 + 23T 20) =

I 2,2 22,2 2.2 502 2 2

= 0+ (x1 + 22 + x3) (225 + xixs + w525 + 2(x{T2T3 + X513 + TZ5X1X2)) —
—5(x3x3ws + 2ixdwy + viriT) =

= —5%‘11‘21‘3(1‘11'2 + 123 + 1‘21‘3) = 9pq.

3.3. Hasznaljuk a Vieta formuldkat (3.1 feladat) és megprébaljuk a keresett hatvinyosszeget
ezekkel kifejezni.

x%x% + x%x% + xéx% + x%xé + xéx% + x%x‘f =
= (23423 + x%)(:c%:c% + x%x% + x%x%) — 3&?%&?%56% =
= [(wl + 29 + 23)% — 2(x1 20 + 2123 + .%'2.’1]3)} .
. [(561562 + z1T3 + x2x3)2 — 2(IE%£C2{E3 + IE%IEl.CCg + Inglfbg)} — 3(m1x2x3)2 =

= [0-2p] [p* =20 (~g)| - 3(~)* = ~2" — 3¢*.
3.4. Az eredeti gyokok «, 3,7 Osszege o+ 5+ v = 2, kettOsszorzat-osszege aff + ay+ By = —1,
szorzata affy = —1.

2) (¢ +0)(x + B)(z +7) = (=7 — a)(~z — B)(~x ) = ~(~2) + A~2)? + (~2) ~ 1 =
=234+ 222 —x — 1.
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Megoldasok 3. Polinomok

b) 8((z/2)? — 2(x/2)? —x/2+ 1) = 23 — 42? — 4z + 8.

) (z—1P-2x—-1)? - (z—-1)+1=2%—-522+62— 1.

d) 23((1/z)® —2(1/2)? —z+1) =23 — 2% — 22 + 1.

e) &’ + 2+ = (a+ B +7)? = 2B +ay+By) =4-2(-1) =6, 5% + a®y* + 27* =
= (af +ay+ B7)? = 2(a+ B+7y)aBy =1—2(2)(=1) = 5 és a?3%y? = 1, vagyis a polinom
23 — 622 + 52 — 1.

3.5.
1. megoldas. Az els6 egyenletet negyedik hatvanyra emelve
1 =2t + 423y + 62%9% + 4z9® + o,
a masodik egyenletetbdl x + y = 1-et kiemelve
31 =zt — 23y + 2%y — 2y + o
Vegyiik e két egyenlet kiilonbségét és osszunk 5-tel:
—6 = 2y + 2%y” + 2y’ = 2y(z® + 2y + ) = 2y((z + y)* — 2y) = 2y(1 — ay).

Vagyis azt kaptuk, hogy zy gyoke —6 = u(1 — u)-nak, mésszéval u? — u — 6 = O-nak. Az egyik
lehetSség xy = 3, ekkor x 4+ vy = 1 és xy = 3 miatt x,y gyokei t> — t + 3 = 0-nak, de ennek nincs
valés gyoke. Vagyis marad a masik zy = —2 lehetdség. Ekkor x, y gyokei t2 —t — 2 = O-nak, azaz
{z; y} = {-2; 1} a megoldas.

142 1—z
2

2. megoldas. Legyen z = x — y. Ekkor x = sy = 5= Otédik hatvanyra emelve a

paratlanfoku tagok kiejtik egymast:

2 + 2022 4+ 1024

Rendezve az egyenletet z* + 22 — 99 = 0. Ez masodfokt z%-re nézve, a megoldas 22> = 9 vagy
22 = —11, ez utébbi nem ad valés megoldast. Az elébbibél viszont = = 2, y = —1 adédik (vagy
forditva).

3. megoldas. Tegyiik fel, hogy x,y karakterisztikus gyokei az f(n) = af(n — 1) + bf(n — 2)
mésodrendii rekurziénak. A karakterisztikus egyenlet t> — at — b = 0, vagyis « +y = 1 miatt
a = 1. A rekurzi6 megoldasiban f(n) = az™ 4+ fy™. Minket az o = 5 = 1 eset érdekel. Vagyis
f0) =20 +4% =2 f(1) = x+y = 1 miatt f(2) = 1+2b, f(3) = 1+3b, f(4) = 1 +4b +
+2b%, f(5) = 1 + 5b + 5b% = 31. Ezt rendezve és 5-tel osztva b +b — 6 = 0. Gydkei b = —3
és b= 2. Az els6 esetben a karakterisztikus egyenlet ¢ — ¢t + 3 = 0, ennek nincs valés gyoke. A
masodik esetben t2 —t — 2 = 0, ennck két gyoke 2 és —1 adjék z-et és y-t.

3.6.
1. megoldas. Mindegyik egyenélethez hozzdadva a hidnyzé ismeretlent ezt kapjuk:
PHr=y+y=2+z=u=ax+y+z2+2.

Vagyis x,y, z mind gyokei a t? +t —u = 0 egyenletnek. De ennek csak két kiilonb6z6 megoldésa
lehet, vagyis a harom ismeretlen kozott van két egyforma, mondjuk x = y. Ha még z = x = y is
teljesiil, akkor 6k a gyokei t? — 2t — 2 = O-nak, vagyis (1 + /3,1 + /3,1 ++/3) és (1 — /3,1 —
— /3,1 — /3) két lehetséges megoldas.

Ha viszont x # z, akkor 8k a két kiilonbozd gydke t2 + t — u = O-nak, tehat osszegiik x4+ 2z =
= —1,igy 22 = x + 2+ 2 = 1 miatt (1,1,-2) és (—1,—1,0) a maradék két megoldas. (Persze
ezeknek a permutdciéi is jok. Osszesen nyolc j6 megoldds van.)
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3. Polinomok Megoldasok

2. megoldas. Az elsé két egyenletet kivonva egyméasbdl (z + y)(z —y) = 22 — 9% = y — =
Két lehet6ség van, vagy « =y, vagy x +y = —1. Ugyanez igaz barmelyik két ismeretlen esetén.
Ha mind a hdrom ismeretlen kilénboézne, akor x +y = £ 4+ 2z = y + z = —1 lenne, de ekkor
x =y = z = —0,5 miatt mind egyenléek lennének, pont ellentétesen a feltételezéssel.

Legyen tehat x = y. Ha még x = z is, akkor mind gydkei 22 — 2z — 2 = 0-nak, vagyis (1 +
+3,1+3,14+/3) és (1 —+3,1—+/3,1 —/3) két lehetséges megoldas. Ha viszont = # z, akkor
x4+ 2 = —1 és igy 22 = 1. Ebbdl addédik a mésik két megoldas (1,1,—2) és (—1,—1,0). (Persze
ezeknek a permutacioi is jok. Osszesen nyolc j6 megoldds van.)

3.1. Ha a legmagasabbfoki tag ajz*, akkor az ebbél a tagbél szarmazé kiilonbség-részlet aya® —
— ap(zF — kab 1 4 (g):ck_2 — ) = kapz" ! — 4 - vagyis létrejon egy nemnulla k — 1-edfoki
tag. Az Osszes tobbi tagbdl pedig nem jon létre k — 1-edfoki. Vagyis ki sem tudjék ezt ejteni.
Lasd még a 2.13 feladatot.)

3.2. Az el6z6 3.1 feladat szerint ha egy polinom kiilénbségpolinomja 0, akkor a polinom kon-
stans. Méarpedig, ha f(z)—f(z—1) = g(x)—g(z—1), akkor (f(x)—g(z))—(f(z—1)—g(z—1)) = 0,
vagyis (f(z) — g(z)) konstans, ahogy &llitottuk.

3.3. Tudjuk, hogy f(z) kiilonbségpolinomja elséfokti z, vagyis f masodfoku, f(x) = az?+bx+c.
Most f definici6jabdl ezeket kapjuk: ¢ = f(0) =0, a+b+c= f(1) =1 ésda+2b+c= f(2) = 3.
Ezek szerint ¢ = 0,a + b =1,2a = 1 és végiil a = 1/2,b = 1/2, vagyis f(z) = 0,522 + 0,5z.

3.4. Tudjuk, hogy ezen g(z) kiilénbségpolinomja masodfoki x2, vagyis f harmadfoku, raadasul
x? péros, vagyis f grafikonja szimmetrikus (—1/2;0)-ra, és igy 0 mellett gyoke a —1 és a —1/2
is. Azaz f(x) = ax(z + 1)(x + 1/2). Most f definici6jabdl ezt kapjuk: 2a1,5 = f(1) = 1, vagyis
a=1/3, azaz f(z) = 1/323 +1/22% + 1/6x = 1/6z(z + 1)(2z + 1).

3.5. Legyen az eredmény f(n). Mivel f(n) — f(n — 1) = Y gcqenl@a +n) = n(n —1)/2 +
+ n? mésodfoki polinomja n-nek, igy f(z) harmadfokd polinom. Persze f(0) = 0, f(1) =
=1, f(2) =6, f(3) = 18 adddik. Ezek alapjan elkészthetjiik a kiilonbségpolinomok tablazatét
(minden szdm a f6l6tte 16v6 két szam kiilonbsége, azaz minden sor a f6l6tte 1évé sor polinomjanak
kiilénbségpolinomja):

—2 ~1 0 1 2 3
(—2) (0) 0 1 6 18
(2) (0) 1 5 12
(=5) (-2) 1n 4 7
3 3 3 3 3

Az utolsé sort onnan tudjuk, hogy az mar a nulladfok1, a konstans sor. Ebbdl visszafelé meghatarozhatjuk
a korabbi elemeket is (zardjelben). Tehdt az f(x) polinomnak két gyoke —1 és 0, igy f(x) =

= (z+ 1)z(az +b). Ezt f(1) = 1-be és f(—2) = —2-be helyettesitve: 2a +2b =1, 2b — 4a = —2.

Vagyis a = 1/2, b= 0. A eredmény tehat

.'172 X
fla)= T,

ao—i—alx—l—ag(g)—|—a3<§>+---+an<z> (1)

alaki az Osszes n-edfoki polinom, amely minden egész helyen egész értékii. (Az a; egyiitthatdk
mind egészek.) Az vildgos, hogy ezek mind jé polinomok. Bizonyitdsra az szorul, hogy més nincs.

3.6. Allitas:
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Megoldasok 3. Polinomok

A bizonyitast fokszamra vonatkozé indukciéval végezziik. Ha n = 0, akkor a polinom egy
egész konstans. Tegyiik fel, hogy n-nél kisebb fokszam esetén mar belattuk az allitast. Legyen
tehdt f(z) egy m-edfokd valés polinom, amely minden egész helyen egész értékii. Irjuk fel a
fenti (1) alakban, az a; egytitthatokrél most csak azt tudjuk, valds szamok. Szamitsuk ki az
fi(x) = f(x) — f(x — 1) kiilonbségpolinomot. A binomidlis egytitthaték tulajdonsdgi miatt

fl(x)—a1+a2(x—1)+a3<x;1> +"-—|—an<x_1>.

n—1

Ez n — 1-edfok, szintén minden egész helyen egész, vagyis az indukcié miatt az a; egyiitthatok
mind egészek, ha i > 0. Masrészt f(0) = ag a konstanstag, mivel az Osszes t6bbi binomidlis
egylitthaté x-nek tobbszorose. Igy ez is egész, a bizonyitas kész.

3.1.
1. megoldas. Tegyiik fel, hogy ¢(z) = r(z)s(x), ahol
T(CC) = bO + ble + bQCCz + - bk&?k, S(CC) =cg+cix+---+ leEl

k-adfoku és l-edfoku egészegyiitthatés polinomok szorzata, k + [ = n. Mivel p? nem osztja ag =
= byco-t, igy valamelyik a két konstanstag koziil nem oszthatd p-vel. Tegyiik fel, hogy ez by.
Legyen j a legkisebb index, hogy c¢; nem oszthaté p-vel (1 = bye; miatt j < [ létezik). Ekkor
a; = bocj +bicj_1+---+bjco, itt az elsét kivéve minden tag oszthatd p-vel. Ez csak gy lehetne,
ha j =n, de igy n > [ > j miatt s(x) nem lenne kisebb foku, mint ¢(z).

A bizonyitas elmondhaté racionélis egyiitthatds polinomra is. Ott azt kell nézni, hogy melyik
az elso egylitthatd, amelynek a szdmlaléja nem oszthatd p-vel.

2. megoldas. Tegyiik fel, hogy ¢q(x) = r(z)s(x) egészegyiitthatésak szorzata. Tekintsik a
szorzatot modulo p. Ekkor 2™ = ri(z)si(x) (mod p), ebbédl latszik, hogy r(z) és s(x) f6e-
gylutthatotol kiillonbozo egytitthatéi mind oszthatéak p-vel. Ekkor a konstanstagjaik szorzata,
vagyis ag oszthatd lenne p-vel. Vagyis csak az lehet, hogy az egyiknek a féegytitthatéja egyben
a konstanstagja, vagyis nulladfoki a polinom, de ekkor a felbontas nem kisebbfokiak szorzata.
Ezt az esetet a feltétel kizarta.

3.2. Tegyiik fel, hogy f(z) = r(x)s(z), ahol
T(CC) = bO + ble + b2x2 + - bkCCk, S(:C) =c+cix+---+ leEl

k-adfoku és l-edfoku egészegyiitthatds polinomok szorzata, k + 1 = 2n + 1. Ha by és ¢y egyike
nem oszthaté p-vel, akkor a 3.1 feladat megoldasi modszere valtoztatas nélkiil miikodik. Tegyiik
fel, hogy mindkettd oszthaté p-vel, de ekkor egyik sem oszthaté p>-tel, hiszen p® nem osztja
ap = boco-t. Igy van egy-egy olyan ,els6” index t < k és u < [, hogy b; nem oszthaté p-vel, ha
it < t, de by mar nem oszthato, hasonléan c; oszthaté p-vel, ha j < u, de ¢, mar nem oszthato.
Tekintsiik a;y-t. A polinomok szorzasa miatt a;4, = boCrry +b1C4u—1+- -+ bicy+- - +biruco.
Itt a kozépot kivéve minden tag oszthaté p-vel. Ez csak tgy lehet, ha ¢ + u = 2n + 1. Ekkor
az egyik kisebb, mondjuk u < ¢, vagyis az a, = bpcy + bicy—1 + - - - + byco Osszegben az els6t
kivéve minden tag oszthaté p’-tel, vagyis u > n+ 1, deigy 2n + 1 =u+t > 2u > 2n + 2, ez
ellentmondas.

3.3. 2% 4222 +1 egy nagyon egyszerii példa. De rengeteg masik van. Olyan mésodfokiakat kell
szorozni, amelyeknek nincs valds gyokiik.
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3. Polinomok Megoldasok

3.4. a) Q[z]-ben irreducibilis;  b)(Lasd [4][1967/2. 204-205. old.]) (z% + 1+T\/5x + 1) (22 +
+ 15, 1),
c) Fy[z]-ben irreducibilis; d) (z — 1%

3.5. a) 22 — 21 — 2.
1

b) 22 — 22 — 2 gydkei tovdbba % és 5.

3.6. a) Szamoljunk euklideszi algoritmussal! A polinomok helyett csak az egyiitthaték sorozatat
irjuk fel:

g= p-10011+1101011010;

p= 1101011010 - 1001 4+ 100010111;

1101011010 = 100010111 - 11 + 1100011;
100010111 = 1100011 - 111 + 111110;
1100011 = 111110-10+ 11111;
111110 = 11111 -10+ 0.

A legnagyobb kozos oszté az 11111 sorozatnak megfelel polinom, azaz % + 23 + 22 + = + 1.
b) Az euklideszi algoritmus alapjan visszafelé sorban kifejezhetjiikk a maradékokat. Egysz-
erlisiti a leirast, hogy a ,,+” és a ,,—” muvelet Fo-ben ugyanaz. Pl.

11111 = 1100011 4111110 - 10 =
= 1100011 + (100010111 + 1100011 - 111) - 10 =
= 100010111 + 1100011 - 1111 = ...
.. = 100111011111p 4 10000100g,

azaz

1=+ 2 42t B3 2 o+ Dp+ (27 + 2%

3.7. 2t +p2? +q= (22422 +5) (22 22+ (p—1))—2(p—6)xr+q—5(p—1);, igy p = 6, ¢ = 25.
3.8.
1. megoldas. (z* +9) = (z* + 622 +9) — 622 = (2% + V62 + 3) (22 — /62 + 3)

2. megoldas. A (2*+9) = (22 +px+q)(2® — pr+p? —q) — p(P? — 2¢)z +9 — q(p* — q) felbontas
alapjan p = 0 vagy p? = 2q. Az els6 esetben 9 + ¢? = 0 lehetetlen. Vagyis p? = 2¢ > 0 miatt a
konstanstagra a 0 = 9 — g% egyenletet kapjuk. Ezek szerint ¢ = 3; p = +1/6.

3.1. Példaul Horner médszerrel meghatarozhaté. A keresett polinom 2x% — 1123 4+ 1322 + 32 +9.

3.2. a)A harmadik gyoke —2a, hiszen a gyokok dsszege 0. Vagyis (z —a)?(x+2a) = 2 — 3a%x +
+2a? a polinom, p = —3a?; ¢ = 2a>.

b) Az el6z8 alapjan csak a = /q/2 johet széba, de ehhez még az is kell, hogy p = —3/¢2/4
legyen. Ez viszont a fenti szamolds miatt elég is.

c) Mivel a kébreemelés megfordithaté, {gy 4p® = —27¢? is ugyanezt jelenti.

3.3. a)Osszunk maradékosan (r — a)?-nel:
2 =5z + ¢ = (z — a)*(2® + 202® + 3’z + 4a®) — 5a’z + 4a°.

A kapott egyenletek: —5a* = —5 és 4a® = c. Ez csak tigy lehet, ha a = 41, vagyis ¢ = +4.

b) Ugyanazt a szamolds most a —5a* = p és 4a® = ¢ egyenleteket adja. Tehat a = ¥/q/4 és
innen p = —5/¢*/4%. (Mivel az 6todik hatvanyra emelés megfordithaté, igy (—p/5)° = (q/4)*
is ugyanezt jelenti.)
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Megoldasok 4. Linedris egyenletrendszerek

3.1. A Vieta formuldk miatt a harom gyok szorzata —q, és a hiarom gyok Osszege 0 = a +
+ 1/a — q miatt a + 1/a = ¢, tehat |¢| > 2 (pontosan ez kell, lasd az 1.13 feladatot). Végiil

+v/q?—4
p=l-ag—qla=1-¢" 2> +(1~¢*)a+q=0; T3 = —¢, T19 = g

3.2. Ha ¢ # 0, akkor — mivel a Vieta formuldak miatt ¢ a gyokok szorzata — paratlan sok pozitiv
gyoke van. De a Vieta formuldk miatt —b a gyokok kettosszorzatainak Osszege, vagyis nem lehet
mind pozitiv. Ha viszont ¢ = 0, akkor a maradék két gyok szorzata —b nempozitiv, vagyis nem
lehet mindkett6 pozitiv.

3.3. Mivel els6foku tényezék szorzatara bonthatd, gyokei és egyiitthatdi egész szamok, igy
p(z) = b(x — a1)(z — az)--- (x — a,) alakd, ahol az a; gyokok és a b féegyiitthatd egészek.
—1 = p(0) = (—1)"bajas - - - a,, miatt minden gyok és b is +1, Gsszesen paratlan sok —1 van.
Legyen a gyokok kozozz +1-ek multiplicitdsa i, a —1-eké j. Mivel 128 = p(3) = b(3 — a1)(3 —
—ag) -+ (3 — ay), ezért 128 = b2'47, tehdt b = 1 és a kitevében 7 = i + 2j. A polinom tgy a
legkisebb fok, ha i+j = 7—j a lehetd legkisebb, ezt a j = 3, i = 1 valasztas adja. Ekkor ¢ tényleg
paratlan, vagyis p(0) = —1, ahogy kellett. A megoldés p(z) = (z—1)(z+1)3 = 2* +223 22— 1.

3.4.

1. megoldas. a®—3ab?+2b% = (a—b)?- (a+2b), ahol (a+ 2b) az a-ra és b-re vonatkozo feltétel
miatt nemnegativ és (a — b)? is nemnegativ.

2. megoldas. Ismeretes, hogy a® + b3 + ¢ > 3abe, ha a, b, c nemnegativ szdmok (szdmtani és
mértani kozép kozti osszefiiggés az a3, b3, ¢3 szamokra). Helyettesitsiink ebbe az Gsszefiiggésbe
¢ helyébe b-t! [9]

3.5. Elészor bontsuk (22 — a)(x? — b) alakra, ehhez hatdrozzuk meg a gydkeit mint x2-ben
masodfokt polinomét: x? = 7 + 24/10. Vagyis végiil

o —142% +9 = (x — /7 +2V10)(z + /7 + 2V10)(z — /7 — 2V/10)(x + /7 — 2V/10).

Valamivel egyszeriibbé tehetjiik a felirast, ha észrevessziik, hogy 7 & 2v/10 = (v/2 & /5)2.

4. Linearis egyenletrendszerek
4.10. f(r) =22 +2-1.

4.13. a) megoldisa x =2, y = %, z =
b)-ben (3) = 4(2) - 10(1).

1
5

4.14. a) megolddsa x = £,y =2, 2 =0. b) (3) = 3(1) - 5(2)

4.15. 5(1) - 4(2) 4+ 3(3) + 2(4) == 0, és ebbdl adbdik a kivant kombibacié.
4.14. a) w(7;—5;-1). b) A-w, ahol X tetszéleges valds szam.

4.6. c=13,a = —8.

(c—=1)z+ Bc+4)y =T,
D =
2c+ (c+2)y =c+8. (e+6)(e+
+1), Dy = =3(c+6)(c+1), Dy = (c+6)(c+1). Konnyti ellendrizni, hogy = —3, y = 1 minden
c-re j0, de ¢ = —6 és ¢ = —1 esetén mas megoldas is van.

4.5. Az egyenletrendszer a szokasos alakban:

7A



5. Vegyes feladatok Megoldasok

4.6. a) D=—(b+2)(b—4),z=22 y=-L b)b= c) b= —-2.
4.7. a) D=2(a—-2)(a—3), z =y = -2 b) a = c) a=3.

4.8. D= (d—4)(d+3).a)d=4,b)d=-3,¢c) z = 75, y= =4

4.15. a) f(z)=2>+2-1 b) f(z) = 222+ 3z +7
4.16. a) h(z) =az® —azx +1 b) h(z) =ax® + 22+ (1 —a)z +1
4.20.

1. megoldas. g(z) =23 — 2z +1

2. megoldas. a) h(r) = —2z3 + 522 — 3z + 2.

4.21. a) p(z) = 22* + 23 — 322 b) q(z) = (x — 1)?- (=22 + 3z + 1).
4.27. $-szorosa. Részletesebben lasd [4][Gy.2101, 1983. 11. szdm, 140. o.].

4.30. a) p(z) = a(z® — 2% — 22) + 3. b) p(z) = 2(2® — 2% — 27) + 3.

4.34. Részletesebben lasd [4][407. fel. 1928. 12. szam, 102. o.]

|uive—ugv1]|”

5. Vegyes feladatok
5.1.

)
z 3’ Y

5.2. Legyen n = 8795685. Ekkor a kérdéses mennyiség

n+4)(n+3)(n+2)(n+1)
(n+324+n+1)24+(n—-1)2+(n—-3)>

A miveletek elvégzése utan

4 3 2
n®+10n° +35n* +50n +24 1/ , 126
_ - 10m + 30 —
An* + 20 4<” +ion+ n2+5>’

és itt mar a zaréjelben 16v6 kifejezés sem egész, mivel n? + 5 > 126.

5.3. A fiiggvénygrafikon és az y = mx + b egyenletli egyenes metszéspontjaira teljestil, hogy
22 —max — b= 0, vagyis az x koordinatak (a gyokok) z1o = m/24++/D/2. (Itt D = m?+4b > 0.)
Ezek dtlaga m/2, az y koordinatak atlaga pedig m?/2 + b. Vagyis a felez6pont koordindtai:
(m/2; m?/2 +b). Ez egy félegyenes, mivel b > —m?/4.

rd=9



Megoldasok 5. Vegyes feladatok

5.4. A r6vidség kevéért legyen oo = 2 — /3, B = 2+ /3. Ekkor a + 8 = 4, o + 83 = 52 és
af = 1. Gyoktelenitve a kifejezést:

o f g olVitva) BNI-VE) s
iva varve VT 2ma To2-p V2T

(x/i(a—ﬁ)+\/$+\/§)—\/§:—3\/§+ v(\/ﬁ\/g\/ﬁﬁ -

V3

- \/a3+53+2 /B35 - Nl -
= —3V2+ 7 __3\/5+W__3\/§+\/E_0

5.5. Barmelyik kettorol is szeretnénk belatni, hogy relativ primek, a korabbit m-nek hivva
feltehetjiik, hogy az elsérél és egy kés6bbirdl van szé. Akdrhdnyszor is iterdljuk (ismételjik) az
f-et, mindig olyan egész egyiitthatés polinomot kapunk amelynek konstanstagja 1. Hiszen a p(x)
polinom konstanstagja p(0) és esetiinkben f(0) =1 = f(1) = f(f(1)) = -, vagyis akdrhanyszor
iteraljuk f-et, mindig 1-et fogunk kapni.

Ezek szerint az n-edik iterdltba m-et helyettesitve m-el osztva 1 maradékot add szamot ka-
punk, vagyis tényleg m-hez relativ primet.

5.6. f(z) = (23 + 222 + 5x) — (23 + 3). A masodik vildgos, hogy szigortian monoton né. Az
elsordl azt kell igazolni, hogy nincs olyan érték, amelyet haromszor vesz fel, azaz akarmilyen c
esetén az x® + 222 + 5z + ¢ polinomnak nincs hirom valés gyoke. Ez az 5.11 feladat azonnali
kovetkezménye, hiszen 22 — 15 < 0.

5.9.

1. megoldas. Legyen z = 6'/2 +v5+ 6'/2 — /5. Alkalmazzuk az (a+b)3 = a®+b® + 3ab(a +b)
azonossagot az a = \3/ 2+ \/5, b= \3/ 245 helyettesitéssel, ahol tehat ab = f’/ 2++5 f’/ 2—+5=

= /4 —5 = —1. Innen

234+ 3x —4=0. (1)
A bal oldalt szorzatta alakithatjuk:
(x—1)-(2*+2+4) =0,

amelyben a méasodik tényez6 mindig pozitiv, igy = = 1. (Hivatkozhatunk az 1. bal oldalédn &ll6
fiiggvény szigort monotonitdsara, hogy lassuk, x = 1-en kiviil nincs més gyok.)

2. megoldas. Legyen x = 6/2 +5+ \3/2 — /5. Vegyiik észre, hogy

(14+V5)3=1+3-vV64+3-5+5-vV5=16+8-v5, 6 (1—+5)>=16—-8-/5,

{’/2+\/5+{°’/2—\/5:1+2\/5+1_2‘/5:1.

azaz

[6]

5.10. El6szor is minden n-re Oon = (—1)(0o (—n)) = (—1)(((—n) 00) +n) = (n 0 0) — n miatt
0on =mn/2, vagyis 1999 0 2000 = 0o 1 4+ 1999 = 1999,5.

Szigorian véve még azt is meg kell mutatnunk, hogy létezik egyaltalan ilyen miivelet. Valojaban
pontosan egy ilyen létezik, mégpedig z oy = (x + y)/2. Azt konny( ellendrizni, hogy ez tény-
leg mindharom kritériumnak megfelel. Masrész a fenti gondolatmenetet tetszdleges x,y parra
elvégezve tényleg azt kapjuk, hogy z oy = (x +y)/2.
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5. Vegyes feladatok Megoldasok

5.11. Tegyiik fel, hogy létezik hdrom valés gyok. A Vieta formulédk miatt (lasd a 3.1 feladatot és
megolddsat) a harom gyok Osszege —a, kettOszszorzataik osszege b. Tehét, ha a, 8 és v a gyokok,
akkor a? —3b = a® + B2 ++% — (afB + ay + By) > 0. Az egyenl6tlenséghez 1asd a 2.1 feladatot.

5.12. A két oldalt szorzattd alakitva:
3z(x +2)=y(2y+ 7).

Itt a bal oldal oszthat6é 3-mal. Ha y = 3, akkor x(x + 2) = 25-6t kapunk, ami lehetetlen. Ha y =
=z, akkor 3x+6 = 22+ 7 miatt = 1 nem prim. Vagyis y|z +2 és 3x|2y+ 7. Ezek nagysigrendi
viszonyokat is jelentenek:

y<zr+2<

20+ 7
2.
5 +

Rendezve az egyenletet y < 13-at kapunk. Masrészt 3|2y + 7 miatt 3-mal osztva 1 maradékot ad
y. Tehdt y = 7 és y = 13 jon csak szoba. Ezek kozill y = 13, x = 11 a jo.
5.13. Hasznaljuk az alabbi szorzatta alakitast:

a? — b = (@ )@+ ) (@ + b)) (a+ b)(a —b).

Itt hatulrél az utolsé két tényezét nem tekintve a tobbi mind két négyzetszam Gsszegébol all.
Ezek csak tigy lehetnek 3-mal oszthatok, ha a és b is oszthaté 3-mal. Ekkor persze a? — b?
oszthato 9-cel. ha pedig nem oszthaté mindketté 3-mal, akkor 3-nak ugyanaz a hatvanya osztja
a®" — b*"-et, mint a® — b>-et.

5.16. Szorzatta alakitva f(z)— f(y) = (z—y)(z+y—6) > 0. Egy szorzat akkor nemnegativ, ha
az egyik tényezéje 0, vagy a tényezdi azonos eldjelliek. Jelen esetben az y =x ésaz y = —x — 6
egyenesek altal meghatirozott ,, jobb-” és ,baloldali” zart siknegyedek.

5.17. ,,Gyokositsiik” a vn? +n + 1 — n kiilonbséget :

2 2
+n+1-—n n+1 0,5
Vittntl-n=" > =1/2+ —
vnl4+n+1l4n = 2n+1 / 2n+1
Ez nagyobb,mint 1/2, vagyis vn? +n + 1 > n + 1/2. Emiatt fels6 becslést is kapunk:
2 2
n“+n+1-—-n n+1 0,75
vni4+n+1l—n= < =1/2+ ———,
m24+n+1+n 2n+1/2 / 2n +1/2

ez nem nagyobb, mint 0,6 pontosan akkor, ha 2n + 1/2 > 10- 0,75 = 7,5, azaz n > 3,5. Az
n =1, 2, 3 esetekben kiilon ellendrizve a keresett szamjegy rendre 7, 6, 6.

5.18. Kezdonek van nyerd stratégiaja. S6t, azt is el tudja érni, hogy a kapott harmadfoku poli-
nomnak legyen t6bbszoros gyoke is. Toltse ki az els6fokt egyiitthatét 0-nak. Ha most Masodik a
masodfoki egyiitthatét tolti ki, akkor Kezdé a konstanstagot is 0-nak valasztja és 23 4 az? = 0-
nak a harom gyoke 0; 0; —a. Ha viszont a konstanstagot tolti ki c-vel, akkor legyen a mésodfokt
tag a egyiitthatéja olyan, amellyel 4a® = —27c. Ez ¢ = 0 esetén is nyilvanvaléan jo.

Ha viszont ¢ # 0, akkor 4(a/c)® 4+ 27(1/c)? = 0 és igy az 2° + a/cx + 1/c = 0 egyenletnek van
hérom valés gyoke, ebbél ketté azonos (ldsd a 3.2 feladat megoldésat). Ezeknek a gyokoknek a
reciprokai pedig gyokei az (1/z)%+ (a/c)(1/z)+(1/c) = 0, vagyis az 23+ ax?+c = 0 egyenletnek.
Ez viszont éppen a mi egyenletiink.

5.19. Pontosan akkor teljesiil az egyenlet, ha egyik valtozo értéke sem 0, de van két olyan valtozo
melyek értékének osszege a harmadik valtozo értékével egyenls. Részletesebben lasd [4][Gy. 2439,
1988/4. 166-167. old.]
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Megoldasok 5. Vegyes feladatok

5.20. Az oldalak hossza: 52, 160, 204, a hegyesszogek szinusza: sina = %, sinf = %. Rés-
zletesebben lasd [4][F. 2528, 1985/11. 378-380. old.]

5.21. Legyen s = v/x — 3 és t = /y + 4. Ekkor s +t = 11 valamint
341 = 3 + 13 = (s + ) (8% — st +1%) = (s +t)((s + t)* — 3st) = 11(121 — 3st).

A miiveletek elvégzése utin st = 30. Vagyis a két 1j ismeretlen gyoke a p? — 11p + 30 =
= 0 egyenletnek. Ezt megoldva {s; t} = {b; 6}. Ezeket a lehet&ségeket az eredeti egyeneletbe
visszairva kapjuk a megoldasokat:

T = 128, Y1 = 212, To = 219, Yo = 121.

5.22. A két egyenletet Osszeadva kapjuk, hogy 2—x+2y = 3. A két egyenlet kiilonbségébol pedig
azt, hogy x 4+ 2y — 1 = 1. E két egyenletbdl egyszertien jon a végeredmény:x = 11/6, y = 1/12.

5.23. Legyen z = x —4,5 1j ismeretlen. Ekkor 97 = (2 —0,5)2+ (2 +0,5)% = 224 +12/422 4+-2/16.
Rendezve 2z? = u-ra kapjuk a 2u® + 3u — 97 + 1/8 = 0 mésodfoki egyenletet. Ennek megoldasai
u = 25/4 és u = —31/4. Ezek koziil csak az elsé lehet 22, mégpedig 21 = 5/2 vagy 20 = —5/2.
Az eredeti ismeretlenre x1 = 7 vagy zo = 2.

5.24. Miutdn zy értéke a kérdés, vezessiink be 1j ismeretlent, ¢t = xy. Ezek szerint y = t/z. Az

4j ismeretlennel az egyenlet:
1 x? 2

1+x2+x2+t2 1+t

Ko6z6s nevezore hozva és t havanyai szerint rendezve:

0=13—(1+22°) + (2 + 22t — 2t = (t = 1)(#* — 222t +2Y) = (t = 1)(t — 2H)2

Vagyis csak akkor teljesiil az egyenléség, ha xy = 1, vagy x = y. Az utébbi esetet viszont kizarta
a feladat feltétele.

5.25. Hasznaljuk az (a?+b%)(c? + d?) = (ac+ bd)? + (ad — bc)? azonossagot. Mivel 10 = 12 + 32
eldall, ezért 100 = 10-10 = (1-3+3-1)2+(3-3 —1-1)2 = 6* + 8 is el6all. Indukci6val
10" =10 - 10" is el8all.

5.26. Végtelen sok megoldas van. Egy lehetéség példaul 22 4 3% 4+ 14 = 25, Ennek segitségév-
el barmilyen x egész szamra (2230)? + (322)% + (21°)* = (22!2)%. Ezek a megolddsok mind
kiilonbo6zoek.

5.27. Az a)esetben az z tengely pozitiv irdnydban a paratlanadik, 2n + 1l-edik 1épésben (—
1—(1/4)*
T+1/4

a parosadik, 2n-edik 1épésben 1/2(—1/4)""l-et 1ép. Ezek 6sszege pont feleannyi, 0,5

1—(1/4)%4 . 1—(1/4)%4
%, illetve 0,51(_7{/21.

. Az y tengely pozitiv irdnyaban

1-(1/4)*
I+1/4 -

—1/4)"-t 1ép. Ez a mértani sor 6sszeg n = 0,1, - - - 23-ig

A b) esetben hasonléan a mértani sor Gsszege

5.28. Legyen a szamrendszer keresett alapszama g, a nagyobbik helyiértéki szamjegy a. Ekkor
a novekedd esetben ga + (a +1) = (a+2)(a+3) és 3 < a+ 3 < g. Atrendezve az egyenléséget :
a’?+ (4 — g)a + 5 = 0. Ezt a-ra megoldva olyan kifejezést kapunk, amelyben a gyokjel alatti
érték, a diszkrimindns (4 — g)? — 20. Ennek (4 — g-vel megegyez{i paritast) négyzetszamnak kell
lennie, hogy a megoldas egész legyen. Vagyis 20 = (g —4)? —n? = (g —4+n)(g—4 —n), ahol a
két tényezd azonos paritasi. Ez csak ugy lehet, ha mindketto péaros, a nagyobbik g —4 4+ n = 10,
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5. Vegyes feladatok Megoldasok

a kisebbik ¢ — 4 — n = 2. (Negativak nem lehetnek, mivel g > a+3 > 3.) Innen g = 10, a = 5
vagy a = 1. A két megoldas: 12 =3 x4 és 56 =7 x 8.

A csokkend esetben hasonldéan felirva: ga + (a — 1) = (a+1)(a+2), és 3 < a+2 < g.
Atrendezés utdn a®+ (2 — g)a + 3 = 0, most a diszkrimindns (g — 2)2 — 12 négyzetszam. Vagyis
12 = (g—2+n)(g—2—n) és a fentihez hasonléan ebbdl g—2+n = 6, g—2—n = 2 adddik. Végiil
g="6,a=3vagy a=1. A két megoldas 10 = 2 x 3 és 32 =4 x 5 (a 6-0s szdmrendszerben).

5.29. Az értelmezési tartomany azokbdl a valés z szamokbdl all, amelyekre z > 1/2 és 22 >
> 2z — 1. Ez utébbi mindig teljesiil. Emeljiik négyzetre mindkét oldalt (pozitivak, tehat ez
ekvivalens atalakitas):

2r + 2 :C+\/2:C—1\/ —V2r—1=2x+2Va?—-2z+1=2z+2zx—1] =4.

Ezek szerint © > 1 esetén 4z = 6, vagyis z = 1,5. Ha pedig < 1, akkor 2 = 4, ami lehetetlen.

5.30. Alkalmazzuk a negyedik hatvanyok oOsszegére az alabbi eldallitast:

at +bt = (a+0b)* —4dab(a® + V?) — 6a%* =
= (a+b)* —4ab((a + b)* — 2ab) — 6ab* =
= (a+b)* —4ab(a + b)? + 2a*b* = 10000 — 1600 + 32 = 8432

5.31. Némileg atrendezve az egyenleteket:

(z+y)+zy = -5
(x +y)zy = —6.

Vagyis két szam szorzata —6, osszegiik —5. E két szam gyoke a 22 + 52 — 6 = 0 mésodfoku
polinomnak. Ezt megoldva az egyik szam 6, a masik —1. Ha 2y = —6, z +y = 1, akkor x és y
gyokei az u?2 —u — 6 = 0 polinomnak, vagyis egyik 3, masik —2. Ha viszont zy = 1 és x +y = —6,
akkor gyokei a t2 + 6t + 1 = 0 polinomnak, vagyis egyik —3 + 2v/2, a masik —3 — 2v/2. Ez a
felcserélhetOségre is tekintettel 4 megoldés.

5.32. Legyen x = anb, y = %, z = 5% Ekkor z+1 = %‘Z*b = 7721’, illetve :c—l,: “%H’ = 27“
Ugyanezeket az atalakitasokat megcsindljuk az y + 1 és z + 1 mennyiségekre is. Igy a kovetkezd
szorzatokat irhatjuk fel:

—2b —2¢c —2a
1 1 1 = ———:—8'
(z+Dy+1)(z+1) 2 % ;
2a 2b 2¢
—Dy-1)(z—-1 = =2 =3
(@-Dy-DeE-1) = =22

Ha a zaréjeleket felbontjuk és egymdasbdl kivonjuk a fenti két sort akkor (2-vel valé osztas utan)
ez kapjuk
zy +zz+yz+1=-=8§,

vagyis xy + xz + yz = —9. Ha viszont a két sor atlagat vessziik, akkor ezt kapjuk
zyz+x+y+z=0.
A keresett szorzatot most méar kiszamithatjuk:

Ty +x2 + Yz

=9.
TYz )

(x+y+z)(%+$+%)_(x+y+z)(
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Megoldasok 5. Vegyes feladatok

5.33. A Vieta formuldk miatt —p = a+ 3, —¢ = v+ 6 és 1 = af = 7. Vagyis a négyzetek
kiilénbsége

—p = Y+’ —(a+8)?=7+6"—a’ =B = (ad - py)(ay — B6) =
= (@a=7)B+0)(a+)(B—7)
5.34. A feltétel szerint a polinom maradék nélkiil oszthaté az 22 + x + a polinommal egy a
konstans esetén. Az osztast elvégezve
4zt — 112? + 92+ b = (2% + 2 + a)(42® — 4z — (7 + 4a)).

Emiatt 9 = —4a — 7 — 4a, vagyis a = —2 és igy b = —a(7 + 4a) = —2.
A megoldas sordan nem kellett hasznalnunk, hogy kiilonbozd gyokok osszege a —1, megkptuk,
hogy ezek gyokei 22 + x — 2-nek, vagyis az 1 és a —2.
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Alkalmazott roviditések

Konyvek neveinek roviditései

Al Algebra, 7-8. évfolyam
ATl Algebra, 9-10. évfolyam
AIIT Algebra, 11-12. évfolyam

ALG.IT Algoritmusok, 9-10. évfolyam
ANAL.IIT  Analizis, 11-12. évfolyam

F.I Figgvények, 7-8. évfolyam

F.II1 Fiiggvények, 11-12. évfolyam

G.I Geometria, 7-8. évfolyam

G.II Geometria, 9-10. évfolyam

G.I11 Geometria, 11-12. évfolyam

GR.II Specialis grafelméleti példak, 9-10. évfolyam
K.I Kombinatorika, 7-8. évfolyam

K.II Kombinatorika, 9-10. évfolyam

K.III Kombinatorika, 11-12. évfolyam

S7.1 Szamelmélet, 7-8. évfolyam

SZ.11 Szamelmélet, 9-10. évfolyam

V.II Valoszintiségszmités és statisztika, 9-10. évfolyam

VV.III Varosok viadala, 11-12. évfolyam
ZARUB Nemzeti versenyek, 11-12. évfolyam

Segitség és megoldas jelzése

A feladatok sorszamandl kerek zardjelben ,M” és |S” jelzi, ha a feladathoz (M)egoldds vagy
(S)egitség taldlhato.
Példaul 5. (M) Oldjuk meg a ... vagy 5. (MS) Oldjuk meg a ...

Hivatkozas jelzése

A feladatok sorszamanal szogletes zardjelben zardjelben szam jelzi a feladat szarmazasat vagy
kapcsolatat mutatd hivatkozast az ,,Ajanlott irodalom” részben.
Példdul: 4. [20.] Oldjuk meg a ...
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verseny.html.

Kozépiskolai matematikai és fizikai lapok. A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat és az E6tvos
Lorénd Fizikai Tarsulat folydirata. URL http://www.komal.hu.

Faragé Laszlé: Matematikai szakkéri feladatgyiijtemény. Kozépiskolai szakkori flizetek
sorozat. Budapest, 1963, Tankonyvkiadé.

Prohle Zséfia diak, 2009c. Fovarosi Fazekas Mihdly Gimnazium.

Rogelio Valdez Delgado Radmila Bulajich Manfrino, José Antonio Gémez Ortega: Inequali-
ties. México, 2006, Cuadernos de Olimpiadas de matematicas.

Rubéczky Gyorgy kozlése.

Tomon Istvan didk, 2009c. Févarosi Fazekas Mihdly Gimnazium.

L2



